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vi INHALTSVERZEICHNIS

Vorbemerkungen

Die Vorlesung behandelt zuerst die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
fiir diskrete Variablen, welche Werte zum Beispiel in {0,1}, in No = {0, 1,2,...}
oderin Z ={...,—1,0,1,...} annehmen.

Danach werden die erarbeiteten Konzepte auf stetige Variablen iibertragen,
mit Wertebereichen zum Beispiel in R oder [0, 1]. Deshalb ist der Aufbau leicht
repetitiv, was sich aber in vorigen Jahren gut bewihrt hat.

Schlussendlich wird auf komplexere Modellierung anhand der Regressions-Analyse
eingegangen.

Fiir weitere Erlduterungen verweisen wir jeweils auf das folgende Buch:
Werner A. Stahel, Statistische Datenanalyse. Eine Einfithrung fiir Naturwissen-
schaftler. 4. Aufl. (2002), Vieweg, Braunschweig.

Manchmal erkldren wir die grundlegenden Begriffe auch an Hand von Gliicks-
spielen, obwohl wir wissen, dass Sie nicht speziell an solchen interessiert sind.
Es gibt dort einfach weniger Versténdnis- und Interpretationsprobleme als bei
anderen Beispielen. Wir hoffen auf IThr Verstédndnis.

Priifung

Es wird eine schriftliche Priifung von 90 Minuten Dauer geben, bei der alle
schriftlichen Unterlagen, Biicher und Taschenrechner erlaubt sind. Die Priifung
wird aus vier Aufgaben bestehen (in beliebiger Reihenfolge):

e Binomialverteilung und -test (Multiple Choice; Kapitel 2 und 3)
e t-Test (Multiple Choice; Kapitel 4.6 und 4.7)

e Lineare Regression (Multiple Choice; Kapitel 5)

e Gemischte Fragen (Multiple Choice; Rest des Skripts)

Die beste Priifungsvorbereitung besteht aus folgenden Punkten:

e Besuchen Sie die Vorlesung regelméssig; nehmen Sie an den eduApp Um-
fragen teil.

e Losen Sie die Ubungen und Quizfragen termingerecht; in den Semesterferi-
en ist es zu spit, die Ubungen nachzuarbeiten; spétestens nach Durchsicht
der Musterldsung muss Thnen die Ubung klar sein; falls nicht, scheuen Sie
sich nicht, Fragen zu stellen!

e Losen Sie alte Priifungen (online verfiigbar); das machen Sie am besten
in den Semesterferien bis kurz vor der Priifung.

Wer diese Punkte befolgt, sollte keinerlei Probleme mit der Priifung haben. Bei
Fragen konnen Sie sich gerne an mich oder die Ubungsassistenten wenden.



Kapitel 1

Einfiihrung s, xap. 1

1.1 Was ist Statistik?

Statistik ist die Lehre vom Umgang mit quantitativen Daten. Oft verschleiern
Zufall oder Unsicherheiten einen Sachverhalt. Ein Ziel der Statistik ist, in diesen
Féllen klare Aussagen zu machen.

Betrachten wir ein Beispiel. Vor der Fussball Weltmeisterschaft 2010 wurden
Panini-Sammelalben fiir 661 verschiedene Aufkleber von Fussballstars und -
stadien verkauft. Jedes Bild hat eine Nummer von 1 bis 661 auf der Riickseite.
Die Aufkleber gab es entweder in einzelnen 5er Packs oder in ganzen Kisten mit
hundert 5er Packs zu kaufen. Geméss Panini sind alle Bilder gleich hidufig und
werden wohl zufillig auf die Tiiten verteilt.

In den letzten Jahren hatten Kollegen von mir den Eindruck, dass man iiberra-
schend wenige doppelte Bilder hat, wenn man nicht einzelne 5er Packs sondern
eine ganze Kiste mit hundert Ser Packs kauft. Sind die Bilder in einer Kiste
vielleicht nicht zufillig verteilt worden? Bei der Fussball Weltmeisterschaft 2010
wollte ich diese Vermutung priifen. Ich habe eine Kiste mit hundert 5er Packs
gekaufte (500 Bilder) und alle in ein leeres Album geklebt. Ich konnte 477 Bilder
einkleben, der Rest waren doppelte Bilder. Sind das nun "iiberraschend wenige
doppelte” oder nicht? Ist es also billiger eine Kiste statt einzelne 5er Packs zu
kaufen? Mit der Intuition ist diese Frage praktisch nicht zu beantworten, aber
die Statistik liefert eine Losung.

Angenommen, die Bilder werden tatséchlich zufillig auf die Tiiten verteilt. Ist
es plausibel, dass man unter 500 Bildern 477 oder mehr Bilder hat, die nur
einmal vorkommen? Anders gefragt: Wie wahrscheinlich ist es, dass man mit
zufilligem Eintiiten 477 oder noch mehr aus 500 Bildern in ein leeres Album
einkleben kann? Wenn diese Wahrscheinlichkeit sehr klein ist (kleiner als eine
von uns festgelegte Grenze, z.B. eins zu einer Million = 107%), dann sind die
Bilder wohl nicht zufillig eingetiitet worden.

Nun, probieren wir es einfach aus! Mit dem Computer habe ich 500 Zahlen
zufillig aus der Menge 1,...,661 mit Zuriicklegen gezogen (jede Zahl steht fiir
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2 Einfiihrung (Stahel, Kap. 1)

ein Panini-Bild; jedes Bild kann mehrfach gezogen werden). Dabei hatte ich 350
Zahlen, die nur einmal vorkommen. In diesem zufillig gefiillten fiktiven Album
hétte ich also nur 350 einfache Bilder einkleben kénnen. Das ist weniger als die
beobachteten 477 Bilder, aber vielleicht kénnte ich ja bei dem néchsten zufillig
gefiillten Album viel mehr Bilder einkleben.

Um herauszufinden, ob 477 einfache Bilder durch Zufall entstehen kénnen, muss
ich also noch mehr fiktive Alben fiillen. Mit dem Computer habe ich eine Million
fiktive Alben zufillig gefiillt. Die grosste Anzahl einfacher Bilder war dabei 387.
Falls die Bilder wirklich zufillig eingetiitet werden, ist die Wahrscheinlichkeit
mit einer Kiste mehr als 387 eingeklebte Bilder zu haben also kleiner als 1076,

Das liasst folgenden Schluss zu: Wenn ich ein Album mit 500 zufillig ausge-
wéhlten Bildern fiillen wiirde, kénnte ich nicht mal in einer Million Alben so
viele Bilder einkleben, wie ich in Realitdt beobachtet habe. Anders gesagt: In
einer Welt, in der die Panini-Bilder zuféllig verteilt werden, ist die Wahrschein-
lichkeit 477 oder mehr einfache Bilder in einer Kiste zu finden also kleiner als
eine Million. Die Hypothese "Die 500 Bilder werden zuféllig verteilt” und die
Beobachtung ”Ich konnte 477 Bilder einkleben” passen also nicht zusammen.
Die Hypothese wird deshalb verworfen: Die Panini-Bilder werden nicht zuféllig
eingetiitet und es scheint vorteilhaft zu sein eine ganze Kiste zu kaufen.

In der Statistik ist das eben geschilderte Vorgehen fundamental und wird Hy-
pothesentest genannt. Ein Hypothesentest besteht aus sechs Schritten:

1. Man stellt ein Modell auf, das erklirt, wie die Daten entstehen. (Wir
ziehen 500 Bilder mit Zuriicklegen aus einer Menge von 661 Bildern.)

2. Man stellt eine Hypothese (hiufig auch Nullhypothese! genannt) auf.
("Panini Bilder in einer Kiste werden zufdillig aus 661 Bildern mit Zuriick-
legen gezogen und eingetiitet”.) Wenn die Nullhypothese nicht zutrifft,
muss die sog. Alternative zutreffen. ("Panini Bilder werden nicht zufil-
lig, sondern nach irgendeinem Muster gezogen und eingetiitet”.)

3. Man iiberlegt sich eine Teststatistik (Anzahl Bilder, die man in ein lee-
res Album einkleben kann, wenn man 500 Bilder hat) und die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Teststatistik unter der Annahme, dass
die Nullhypothese stimmt. (Welche Anzahlen von einfachen Bildern sind
plausibel, wenn zuféllig 500 Bilder aus 661 mit Zuriicklegen gezogen wer-
den? Ich habe die Frage mit dem Computer beantwortet; oft kann man
analytische Resultate finden.)

4. Man legt ein Signifikanzniveau fest. (Festgelegte Grenze von 1076)

5. Man bestimmt einen Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik zum ge-
gebenen Signifikanzniveau. (Angenommen, die Bilder werden zufillig ein-

!Die Namensgebung ist eher Konvention und macht fiir Sie im Augenblick wohl wenig Sinn.
Oft wird ein Medikament getestet. Die Hypothese ist, dass das Medikament gar nicht wirkt.
Der Effekt des Medikaments ist also Null. Daher wird die Hypothese dann “Nullhypothese”
genannt. Dieser Sprachgebrauch hat sich auch in anderen Bereichen durchgesetzt.
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getiitet. In der Computersimulation haben wir gesehen, dass die Wahr-
scheinlichkeit mehr als 387 eingeklebte Bilder zu haben kleiner 1076 ist.
Der Verwerfungsbereich ist also {388,389, ...,500}.)2

6. Man beobachtet einen Wert der Teststatistik (477 eingeklebte Bil-
der) und fillt den Testentscheid: Verwerfe die Nullhypothese, falls der
beobachtete Wert in dem Verwerfungsbereich liegt. (477 ist in der Menge
{388,389, ...,500}. Daher wird die Nullhypothese verworfen.)

Manchmal wird eine kleine Variante des obigen Verfahrens verwendet. Man
berechnet den P-Wert: Angenommen die Nullhypothese stimmt. Wie wahr-
scheinlich ist es eine Teststatistik zu beobachten, die mindestens so extrem ist
wie die beobachtete Teststatistik? Die Antwort liefert der P-Wert. (Wie wahr-
scheinlich ist es, in meiner Computersimulation 477 oder mehr einfache Bilder
zu erhalten? Ich habe es in einer Million Simulationen kein einziges Mal beob-
achtet. Also ist die Wahrscheinlichkeit sicher? kleiner als Wlooo = 1075, Also
ist p < 1075.) Der P-Wert muss nicht immer so gross sein wie das Signifi-
kanzniveau. Ich habe mein Beispiel so gewéhlt, dass beide Zahlen gleich sind.
Ublicherweise withlt man als Signifikanzniveau o = 0.05.

Wenn man eine Nullhypothese nach obiger Methode verwirft, kann man sich
natiirlich irren. Es konnte ja sein, dass die Bilder zuféllig eingetiitet werden und
ich hatte einfach unglaubliches Gliick und konnte 477 Bilder einkleben. Dann
wiirde ich die Nullhypothese filschlicherweise verwerfen. Dieses Ereignis tritt
aber mit einer Wahrscheinlichkeit ein, die h6chstens so gross ist wie das Signi-
fikanzniveau bzw. der P-Wert. D.h., die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese
falschlicherweise zu verwerfen, ist hichstens so gross wie das Signifikanzniveau
bzw. der P-Wert. Man nennt diesen Fehler auch Fehler 1. Art .

Versuchen Sie, dieses Beispiel zu verstehen. Es ist die Grundlage zu einem gros-
sen Teil des Stoffs in diesem Kurs. Wir werden diese Art von Test noch etliche
Male antreffen. Wenn Sie bei einem neuen Test verwirrt sind, bldttern Sie zu
diesem Beispiel zuriick und versuchen Sie Gemeinsamkeiten zu finden. Dann
klart sich das Problem vielleicht. Falls nicht, fragen Sie!

1.2 Kann ich Statistik iiberhaupt brauchen?

An der ETH haben wir einen Statistischen Beratungsdienst °. Hier kommen
wir jede Woche mit vielen praktischen Statistikproblemen aus Forschung und
Wirtschaft in Kontakt.

2Ich habe mich hier fiir einen einseitigen Test entschieden; es gibt auch zweiseitige Tests.
Spéter erfahren Sie mehr dariiber.

3Fiir diejenigen, die es ganz genau wissen wollen: Da wir die Wahrscheinlichkeit mit einer
Computersimulation ermittelt haben, stimmt das Ergebnis nur approximativ. In unserem Fall
ist der Unterschied aber so deutlich, dass das keine praktische Rolle spielt.

‘Es gibt auch noch den Fehler 2. Art. Er tritt dann auf, wenn man die Nullhypothese
beibehilt, obwohl sie eigentlich falsch ist. Dazu spéter mehr.

*http://stat.ethz.ch/consulting/index
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Gerade aus den Bereichen Biologie, Pharmazie und Bewegungswissenschaften
treffen sehr viele Anfragen bei uns ein. Das kann von kleinen Problemen in der
Bachelor-Arbeit iiber Schwierigkeiten in der Doktorarbeit bis hin zu Fragestel-
lungen in einer grossen Firma gehen. Hier sind ein paar Beispiele:

BWS Mitarbeiter der BASPO Magglingen: Die (totale) Himoglobinmasse ist
entscheidend fiir die Leistungsfihigkeit im Ausdauersport (stark korre-
liert mit V02max). Es ist fraglich, ob sie wihrend der Wachstumspha-
se durch Training gesteigert werden kann. Man hat Spitzenathleten und
Nichtsportler in drei Altersgruppen (16, 21-23, 23-30) mit je 16 Personen
untersucht. Uber ein Jahr haben alle Personen Trainingstagebuch gefiithrt
(Gesamtzeit des Ausdauertrainings). Zu drei Zeitpunkten im Jahr (An-
fang Jahr, Mitte und Ende) wurde die HbMasse bestimmt. Ist die Ent-
wicklung der HbMasse bei 16 jahrigen Spitzenathleten signifikant anders
als bei den iibrigen Gruppen?

BWS Masterarbeit BWS: Eine neue Methode zum Dehnen von Muskeln wurde
untersucht. Probanden, die mit der neuen Methode trainiert haben, haben
leicht bessere Ergebnisse gezeigt als diejenigen, die mit der alten Methode
trainiert haben. Konnte dieser Unterschied Zufall sein oder ist die neue
Methode mit grosser Wahrscheinlichkeit wirklich besser?

BWS Bachelorarbeit BWS: Man beobachtet, dass eine gewisse Phase des Skischwungs
bei Elite-Skifahrern deutlich kiirzer ist als bei anderen Skifahrern. Kann
es sein, dass Fahrkonnen und Lénge der speziellen Skischwungphase nichts
miteinander zu tun haben und die Personen mit dem kiirzeren Schwung
per Zufall alle in einer Gruppe (Elite-Gruppe) gelandet sind?

Pharm Doktorand in Pharmazie: Eine bahnbrechende Methode wurde an der
ETH entwickelt um festzustellen, welche Molekiile aus einer Bibliothek
von ca. 1 Mio Molekiilen mit einem Zielmolekiil reagieren. Oft reagieren
alle Molekiile mit dem Zielmolekiil ein bisschen, aber manche besonders
stark. Aussichtsreiche Molekiile werden in einem zweiten, viel aufwandige-
ren Experiment bestétigt. Das zweite Experiment méchte man nur dann
machen, wenn man sich bzgl. einem Kandidaten ziemlich sicher ist. Wie
stark muss ein Molekiil reagieren, damit es ziemlich sicher kein Zufall war
und es sich um einen echten Kandidaten handelt?

Pharm Héiufige Frage bei Tier und Mensch: Eine zuféllig ausgewéhlte Gruppe
von Patienten hat ein neues Medikament in Form einer Tablette erhalten,
eine andere zufillig ausgewihlte Gruppe von Patienten ein Placebo®. Die
Medikamentengruppe hat nach zwei Wochen eine deutliche Verbesserung
der Symptome gezeigt. Kann es sein, dass das Medikament gar nicht wirkt
und die Personen mit der Verbesserung zufillig alle in der Medikamen-
tengruppe sind?

5Tablette mit gleichem Aussehen und Geschmack wie das Medikament aber ohne Wirkstoff.
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Biol Doktorand in Biologie: In einem Experiment hat man beobachtet, dass
gewisse Formen einer Pflanze den Polleneinfang férdern oder hemmen
konnen. Konnte dieses Ergebnis auch durch Zufall entstehen, wenn die
Form der Pflanze gar keinen Einfluss auf den Polleneinfang hat?

Biol H&ufige Frage: Man beobachtet, dass in einer Gruppe von Krebspatien-
ten gewisse Gene stirker aktiv sind als in einer Kontrollgruppe. Kénnte
es Zufall sein, dass alle Personen, bei denen diese Gene aktiver sind in
derselben Gruppe gelandet sind?

Statistik ist in den Life-Sciences einfach nicht mehr wegzudenken. Egal ob Sie
selber Auswertungen machen wollen oder ein Paper in einem Journal verste-
hen wollen: Sie miissen wissen, was ein P-Wert ist, wie ein statistischer Test
funktioniert und was die grundlegenden Techniken in der Statistik sind.

Diese Vorlesungen soll Thnen helfen, ein Fundament zu legen und die Grundbe-
griffe in der Statistik verstehen und anwenden zu kénnen. Wenn Sie Interesse
haben, gibt es eine Vielzahl von Vorlesungen, mit denen Sie Thr Wissen vertiefen
konnen.

1.3 Was ist der Inhalt dieses Kurses?

In Kapitel 2 geht es zunédchst darum, den Begriff “Zufall” mathematisch ge-
nau zu definieren. Wenn das geschehen ist, kann man mit Wahrscheinlichkeiten
einfach rechnen. Wir werden zunéchst nur Zahldaten behandeln, also Situa-
tionen, in denen nur ganze Zahlen auftreten (z.B. die Anzahl Gewinne, wenn
man 20 Lose kauft). Wir werden die Begriffe "Unabhéngigkeit”, "bedingte Wahr-
scheinlichkeit”, "Zufallsvariable”, "Erwartungswert” und ”"Standardabweichung”
kennenlernen. Ausserdem werden wir verschiedene Arten von Zufall gruppieren
und dabei den Begriff der Verteilung kennenlernen.

In Kapitel 3 lernen wir die drei Grundfragen der Statistik - Punktschétzung,
Hypothesentest, Vertrauensintervall - anhand von Zahldaten kennen. Damit
konnen wir folgende generische Frage beantworten: Angenommen wir haben
ein Medikament an 100 Testpersonen ausprobiert. 67 Personen wurden gesund.
Bei welchem Anteil der Gesamtbevélkerung wirkt das Medikament? In welchem
Bereich liegt wohl der wahre Anteil mit grosser Wahrscheinlichkeit (z.B. mit
95%-Wahrscheinlichkeit zwischen 60% und 70%)? Der Binomialtest wird uns
hier eine Antwort liefern.

In Kapitel 4 erweitern wir die bisherige Methodik auf kontinuierliche, reelle
Daten (z.B. Grosse, Gewicht, etc.). Angenommen, wir haben neue Augentrop-
fen entwickelt, die den Augeninnendruck senken sollen. Wir wahlen zufillig 20
Testpersonen und teilen sie zufillig in zwei Gruppen mit je 10 Personen auf.
Gruppe N wird mit den neuen Augentropfen behandelt, die andere Gruppe A
mit herkémmlichen Augentropfen. In Gruppe N scheint der Augeninnendruck
starker zu sinken als in der Gruppe A. Die zentrale Frage, die wir in diesem Ka-
pitel beantworten, ist folgende: Konnte es sein, dass beide Medikamente gleich
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gut wirken, aber die Personen, die besonders gut auf Augentropfen ansprechen,
zufillig in Gruppe N zusammengefasst wurden? Der t-Test wird uns hier eine
Antwort liefern.

In Kapitel 5 werden wir Zusammenhénge zwischen kontinuierlichen Daten un-

tersuchen. Angenommen, wir wollen die Ausdauerfihigkeit (z.B. VOamaz) durch
andere Faktoren wie Alter, Trainingsaufwand pro Woche und Zeit fiir einen 3-

km Lauf bestimmen. Wie modelliert man den Zusammenhang zwischen einer

kontinuierlichen Grosse und mehreren erkldrenden Variablen? Die lineare Re-

gression wird uns hier Antworten liefern.

1.4 Software

Wir werden die Statistiksoftware R verwenden. Sie ist in den Computerrdumen
installiert. Sie konnen sie auch kostenlos fiir Thren Heimcomputer beziehen:
www.r-project.org. Unter Manuals finden Sie dort auch die Einfithrung An
Introduction to R, die ich sehr empfehlen kann. Andere weit verbreitete Sta-
tistikprogramme sind SPSS und SAS. Alle Methoden, die wir in diesem Kurs
besprechen sind in jeder gdngigen Statistiksoftware implementiert. In den ersten
Wochen des Semesters wird es eine Computereinfithrung geben.

1.5 Literatur

Fin gutes Begleitbuch in deutscher Sprache ist "Statistische Datenanalyse” von
W. Stahel im Vieweg Verlag. Ein ausgezeichnetes Buch in englischer Sprache ist
"Mathematical Statistics and Data Analysis” von John A. Rice. Inzwischen sind
auch die Eintrage in Wikipedia brauchbar und vor allem meist gut verstédndlich.
Wenn Sie Miihe haben eine Methode zu verstehen, schlage ich Thnen vor, den
Begriff in Wikipedia nachzulesen.



Kapitel 2

Modelle fiir Zahldaten

Lernziele

e Sie kennen die drei Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

e Sie kennen den Begriff der Unabhéngigkeit und kénnen einfache Rechen-
aufgaben 16sen.

e Sie kennen den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit und kénnen da-
mit umgehen. Insbesondere kennen Sie den Satz von Bayes und den Satz
der totalen Wahrscheinlichkeit. Sie wissen, wie man P(A|B) und P(B|A)
mit Formeln in einen Zusammenhang bringen kann und kénnen einfache
Aufgaben damit l6sen.

e Sie kennen die Begriffe odds und odds-Ratio. Sie kénnen sie interpretieren
und einfache Rechenaufgaben mit ihnen 16sen.

e Sie kennen den Begriff der Zufallsvariable, der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung und kumulativen Verteilungsfunktion.

e Sie kennen die Binomial- und die Poissonverteilung.

e Sie kennen die Begriffe Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung.
Sie konnen diese Werte fiir einfache Verteilungen berechnen.

2.1 Wahrscheinlichkeitsmodelle (Stahel, Kap. 4.1, 4.2)

Wir betrachten Zufallsexperimente, bei denen der Ausgang nicht exakt vor-
hersagbar ist. Ein Wahrscheinlichkeitsmodell beschreibt, welche Ereignisse
in einem solchen Experiment moglich sind und welche Chancen die verschie-
denen Ergebnisse haben. Ein Wahrscheinlichkeitsmodell erlaubt mittels Simu-
lation mogliche Ergebnisse zu erzeugen und so eine Vorstellung der zufilligen
Variabilitéit zu gewinnen.
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Ein Wahrscheinlichkeitsmodell hat die folgenden Komponenten:
e Grundraum (), bestehend aus den Elementarereignissen w,
e Ereignisse A, B,C, .. .,

e Wahrscheinlichkeiten P.

Elementarereignisse sind mogliche Ergebnisse oder Ausgédnge des Experi-
ments, die zusammen den Grundraum bilden:

) = {mogliche Elementarereignisse w}

mogliche Ausgéinge/Resultate

Bei der Durchfithrung des Experiments wird ein Elementarereignis zufillig ge-
wéhlt.

Beispiel: 2-maliges Werfen einer Miinze
Q={KK,KZ,ZK,ZZ} wobei K = “Kopf” und Z = “Zahl” bezeichnet. Ein
Elementarereignis ist zum Beispiel w = K Z.

Unter einem Ereignis A versteht man eine Teilmenge von :
Ereignis A C Q2

”Ein Ereignis A tritt ein” bedeutet, dass das Ergebnis w des Experiments zu A
gehort.

Beispiel (Forts.): A = {genau 1-mal Kopf} = {KZ, ZK}.

Die Operationen der Mengenlehre (Komplement, Vereinigung, Durchschnitt)
werden fiir Ereignisse verwendet:

AUB < A oder B, wobei das “oder” nicht-exklusiv ist (“oder/und”)
ANB < AundB
A° & nicht A

Beispiel: A = morgen scheint die Sonne, B = morgen regnet es.

AU B bedeutet: morgen scheint die Sonne oder morgen regnet es (und dies kann
auch bedeuten, dass morgen die Sonne scheint und dass es morgen regnet); ANB
bedeutet: morgen scheint die Sonne und morgen regnet es; A¢ bedeutet: morgen
scheint die Sonne nicht.

Jedem Ereignis A wird schliesslich eine Wahrscheinlichkeit P(A) zugeordnet.
Dabei miissen die folgenden drei grundlegenden Regeln (Axiome von Wahr-
scheinlichkeitsrechnung) erfiillt sein:

1. Die Wahrscheinlichkeiten sind immer nicht-negativ: P(A) > 0
2. Das Ereignis © hat Wahrscheinlichkeit eins: P(2) =1

3. P(AUB) = P(A)+ P(B) falls AN B = (), d.h. fiir alle Ereignisse, die sich
gegenseitig ausschliessen.
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Beispiel (Forts.) Beim Wurf zweier Miinzen ist es plausibel, dass alle 4 Elemente
von (2 gleich wahrscheinlich sind. Wegen P(€2) = 1 miissen sich die Wahrschein-
lichkeiten zu Eins addieren:

P(KK) = P(KZ) = P(ZK) = P(ZZ) = i

Weitere Regeln kénnen daraus abgeleitet werden. Beispiel:

P(A%) =1-P(A),
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB) (Additionssatz).

Im Wesentlichen werden in der Wahrscheinlichkeitstheorie die Wahrscheinlich-
keiten gewisser Ereignisse A festgelegt (auf Grund von Plausibilitdten, Sym-
metrietiberlegungen, wissenschaftlichen Theorien, Fachwissen und Daten) und
daraus die Wahrscheinlichkeiten von gewissen anderen Ereignissen B aus den
obigen Gesetzen hergeleitet.

Die Statistik geht umgekehrt vor: aus Daten, d.h. aus der Information, dass ge-
wisse Ereignisse eingetreten sind, versucht man Riickschliisse auf ein unbekann-
tes Wahrscheinlichkeitsmodell (unbekannte Wahrscheinlichkeiten) zu machen.

Interpretation von Wahrscheinlichkeiten:

e Frequentistisch: Idealisierung der relativen Haufigkeiten bei vielen unab-
héngigen Wiederholungen

e Bayes’sch: Mass fiir den Glauben, dass ein Ereignis eintreten wird

Wir behandeln in diesem Kapitel diskrete Wahrscheinlichkeitsmodelle, bei de-
nen der Grundraum endlich oder “abzihlbar” ist (d.h. man kann die Elementa-
rereignisse durchnumerieren). Zum Beispiel ist Q@ = {0,1,...,10} endlich und
deshalb diskret; Q = Ny = {0, 1,2, ...} ist zwar unendlich, aber noch abzéhlbar
und daher trotzdem diskret; {2 = R ist nicht abzihlbar.

Im diskreten Fall ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses durch die Wahr-
scheinlichkeiten der zugehérigen Elementarereignisse P({w}) festgelegt:

P(4) = 3 P{w}).

w€EA

Beispiel (Forts.) Fiir A = genau einmal Kopf = {KZ, ZK} hat man also
P(A) = P(KZ)+ P(ZK) =1/4+ 1/4 = 1/2.

In vielen Fiéllen ist es plausibel anzunehmen, dass jedes Elementarereignis die
gleiche Wahrscheinlichkeit hat. In diesen Féllen gibt es eine besonders einfa-
che Moglichkeit, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses F/, dass aus verschie-
denen Elementarereignissen besteht (E = {wi,ws,...,wy}; Grundraum Q =
{w1, w2, ...,wn}) zu berechnen.

P(E) = £

Man teilt die Anzahl fiir das Ereignis "giinstigen” Elementarereignisse durch
die Anzahl der "moglichen” Elementarereignisse.
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Beispiel: Es werden zwei Wiirfel geworfen. Was ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Augensumme 7 ergibt?Ein Elementarereignis beschreibt die Augen-
zahlen auf beiden Wiirfeln, also z.B. (1,4), wenn der eine Wiirfel eine 1 und
der andere eine 4 zeigt. Es sind insgesamt 36 Elementarereignisse moglich:
{(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}. Es gibt davon 6 Elementarereignisse, bei denen
die Augensumme 7 ist: {(1,6),(2,5),(3,4), (4,3),(5,2),(6,1)}. Da alle Elemen-
tarereignisse gleich wahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Er-
eignis B: P(E) = & = {.

2.2 Der Begriff der Unabhéngigkeit (Stahel, Kap. 4.6)

Wenn man die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) kennt, lidsst sich daraus
P(A N B) im Allgemeinen nicht berechnen: Es sind alle Werte zwischen 0 und
dem Minimum von P(A) und P(B) moglich. Ein wichtiger Spezialfall liegt vor,
wenn folgende Produktformel gilt

P(ANB) = P(A)P(B).

Dann heissen A und B stochastisch unabhiingig.

Beispiel (Forts.): Es sei A = K im 1. Wurf und B = K im 2. Wurf. Dann gilt
P(A) = P(KK) + P(KZ) = § und analog P(B) = 4. D.h., P(A)P(B) = 1.
Wegen P(AN B) = P(KK) = 1, sind also A und B unabhéngig.

Viel wichtiger ist jedoch der umgekehrte Schluss. Wenn zwischen den Ereignis-
sen A und B kein kausaler Zusammenhang besteht (d.h. es gibt keine gemein-
samen Ursachen oder Ausschliessungen), dann postuliert man stochastische
Unabhéngigkeit und nimmt damit an, dass obige Produktformel gilt. In diesem
Fall kann also P(A N B) aus P(A) und P(B) berechnet werden.

Beispiel (Forts.): Es ist plausibel, dass es keinen kausalen Zusammenhang zwi-
schen dem Ergebnis des ersten und des zweiten Wurfs gibt. Die Ereignisse A
und B sind also unabhéngig. Deshalb kann man P(AN B) wie folgt ausrechnen:
P(ANB)=P(A)-P(B)=} -3 =1.

Beispiel: Angenommen, wir werfen zwei sechsseitige Wiirfel. Sei E das Ereig-
nis, dass die Augensumme 6 ist. Sei F' das Ereignis, dass der erste Wiirfel die
Augenzahl 4 zeigt. Dann gilt

P(ENF) = P({4,2}) = %
aber
P(E)-P(F):%%:%G

Deshalb sind E und F' nicht unabhéngig. Das Ergebnis kann man intuitiv ein-
fach verstehen. Wenn wir daran interessiert sind mit beiden Wiirfeln die Au-
gensumme 6 zu wiirfeln, sollten wir recht froh sein, wenn der erste Wurf eine
4 zeigt (oder irgendeine Zahl aus 1,2,3,4,5), denn dann haben wir noch eine
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Chance nach dem zweiten Wurf auf Augensumme 6 zu kommen. Falls aber der
erste Wurf schon eine 6 zeigt, gibt es keine Chance mehr auf die Augensumme
6 zu kommen. D.h., die Chance die Augensumme 6 zu erzielen hangt von der
Augenzahl des ersten Wurfs ab. Daher kénnen E und F' nicht unabhéngig sein.

Bei mehr als zwei Ereignissen Aq,... A, bedeutet Unabhingigkeit, dass die
entsprechende Produktformel fiir alle k-Tupel von Ereignissen gilt:

fiir jedes k = 2,3,...,n und jedes 1 < i1 < ... < i < n. Insbesondere muss
also gelten

P(Al N Ag) = P(A1)P(A2), P(A1 NAsN Ag) = P(Al)P(AQ)P(Ag), etc.

2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit (Stahel, Kap. 4.7)

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein sechsseitiger Wiirfel die Zahl 3 zeigt,
wenn wir schon wissen, dass eine ungerade Zahl geworfen wurde? Es gibt drei
ungerade Zahlen auf dem Wiirfel (1,3,5). Die 3 ist eine davon. Wenn man da-
von ausgehen kann, dass jede Zahl auf dem Wiirfel gleich wahrscheinlich ist,
ist das Ergebnis % Fragen von dieser Art kann man auch in komplizierteren
Sachverhalten mit dem Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit leicht be-
antworten.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignis A gegeben B, d.h., die Wahr-
scheinlichkeit von A, wenn wir wissen, dass B eingetreten ist, wird mit P(A|B)
bezeichnet und so definiert:

P(ANB)
P(A|B) = ———
Beispiel: Wir rechnen nochmals das Beispiel aus dem Anfang dieses Unter-
kapitels. Sei A = “Die 3 wird geworfen” und B = “Eine ungerade Zahl wird
geworfen”. Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) gilt also

P(AnB) 1/6 1

PAB) = =p@ =12~ 3

Im allgemeinen ist P(A|B) nicht das gleiche wie P(B|A). Dieser Fehler wird
vor Gericht (und nicht nur da) so oft gemacht, dass er schon einen eigenen
Namen hat: Prosecutor’s fallacy!.

Beispiel: Ein medizinischer Test fiir eine Krankheit (D falls vorhanden, D¢ falls
nicht vorhanden) kann positiv (4) oder negativ (—) sein. Die Wahrscheinlich-
keiten sind in folgender Tabelle gegeben. Z.B. ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Krankheit vorhanden ist und der Test positiv ausfillt P(D N +) = 0.009.

!Suchen Sie in Wikipedia danach!
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D D¢
+ | 0.009 | 0.099
— |1 0.001 | 0.891
Daraus folgt
P(+nD 0.009
P(+|D) = (+ ) _ 0.9

P(D) ~ 0.009+0.001

und

P(—nND°) 0.891

P - DC == = =
(=1D%) P(De) 0.891 + 0.099

0.9.

Offensichtlich ist dieser Test recht genau. Kranke Personen werden zu 90% als
positiv eingestuft, und gesunde Personen werden zu 90% als negativ eingestuft.
Angenommen, Sie gehen zu einem Test und werden als positiv eingestuft. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie die Krankheit wirklich haben? Die
meisten Leute wiirden 0.9 antworten. Die richtige Antwort ist aber

P(+nD)  0.009
P(+)  0.009 + 0.099

P(D|+) = = 0.08.
Die Lektion ist: Bei bedingten Wahrscheinlichkeiten darf man seiner Intuition
nicht trauen, sondern muss das Ergebnis ausrechnen.

Das Bayes Theorem liefert einen oft niitzlichen Zusammenhang zwischen
P(A|B) und P(B|A):

_ P(ANB) _ P(B|A)P(A)
PAIBI = =pmy = P(B)

Beispiel (Forts.): Das Bayes Theorem liefert die gleiche Lésung wie unsere obige
Rechnung;:

P(+|D)P(D) _ 0.9-(0.009 +0.001)  0.009
P(+)  0.009+0.09  0.009+0.099

P(D|+) = =0.08.

Eine zweite niitzliche Formel ist das Gesetz der totalen Wahrscheinlich-
keit: Betrachte Ereignisse Aj,...,A, die miteinander keine Schnittmenge haben
und zusammen alle moglichen Félle erfassen?. Dann gilt fiir jedes beliebige Er-
eignis B:

k

P(B) = ZP(B\A@P(A@

2Eine solche Aufteilung nennt man eine Partitionierung. Z.B. bei einem Miinzwurf: A,
= Kopf, A2 = Zahl; bei einem Wiirfelwurf: A; = gerade, A2 = ungerade; oder A; = {1}, A
= {274}7 Az = {37576}
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Beispiel (fiktiv): Ich teile meine emails in drei Kategorien ein: A; = ”spam”, A,
= ”niedrige Prioritét” und As = "hohe Prioritét”. Von fritheren Beobachtun-
gen weiss ich, dass P(A4;) = 0.7, P(A3) = 0.2 und P(43) = 0.1 3. Sei B das
FEreignis, dass das Wort "free” in der email auftaucht. Von fritheren Beobach-
tungen weiss ich, dass P(B|A;) = 0.9, P(B|As) = 0.01 und P(B|A3) = 0.01%.
Angenommen, ich erhalte eine email, die das Wort "free” enthélt. Wie gross
ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um spam handelt? Das Bayes Theorem
zusammen mit dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit liefern die Losung:

P(BJA)P(A) P(B|A1)P(Ay)

P(A4|B)

0.9-0.7
- = 0.995
(0.9-0.7) + (0.01-0.2) + (0.01-0.1)

Viele Spamfilter basieren tatsichlich auf diesem Prinzip.

Um zu beschreiben, wie wahrscheinlich ein Ereignis F ist, kann man die Wahr-
scheinlichkeit P(F) angeben. In den Life Sciences ist eine zweite Beschreibung
der Wahrscheinlichkeit sehr verbreitet: Die odds des Ereignisses E, odds(E).
Die odds von einem Ereignis und die Wahrscheinlichkeit von einem Ereignis kon-
nen immer ineinander umgerechnet werden. Sie driicken also ein- und denselben
Sachverhalt auf zwei verschiedene Arten aus. Die odds(E) geben an, wieviel mal
wahrscheinlicher das Eintreten von E als das Eintreten von E€ (“nicht E”) ist.

odds(E) = %

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person Krank-
heit K hat, ist P(K) = 0.1. Die odds, dass eine zufillig ausgewéhlte Person
Krankheit K hat, sind also odds(K) = 0.1/0.9 = é. Es ist also neunmal so
wahrscheinlich, dass eine Person Krankheit K nicht hat als dass sie K hat.

Beispiel: Angenommen, die odds eines Ereignisses sind odds(E) = 3. Dann ist

P(E .. . odds(E
% = 3. Auflésen nach P(E) liefert: P(E) = HTd(s()E) =3,

Angenommen, wir haben zwei Gruppen G = 1 und G = 2. Die odds fiir das
Ereignis F in Gruppe 1 sind

P(E|G =1)
1-P(E|G=1)

odds(E|G =1) =

Analog sind die odds fiir das Ereignis £ in Gruppe 2

P(E|G = 2)

odds(E|G =2) = = PEG=2)

3Beachte, dass P(A1) + P(Az) + P(A3) = 1, wie es bei einer Partitionierung auch sein
sollte.
4Beachte, dass hier die Summe nicht 1 ergibt.

P(B) ~ P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3)P(43)
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Das Verhiltnis dieser odds wird odds-Ratio genannt (OR).5

Beispiel: Personen koénnen gegen eine Krankheit K geimpft werden. Gegeben
man ist geimpft (I = 1), ist die Wahrscheinlichkeit Krankheit K zu bekommen

nur 0.0001, d.h., P(K|I = 1) = 0.0001. Die odds fiir die Krankheit gegeben

man ist geimpft sind also odds(K|I = 1) = 15(3@'{[‘?21) = 8:88839 ~ 0.0001.

Wenn man nicht geimpft ist (I = 0), ist die Wahrscheinlichkeit Krankheit K
zu bekommen 0.2, d.h., P(K|I = 0) = 0.2. Die odds sind in diesem Fall also
odds(K|I = 0) = 32 = 0.25. Das odds-Ratio OR ist dann:

odds(K|I = 0) 0.25
= = = 2
OR odds(K|I =1) 0.0001 500

(Ob das odds-Ratio als % oder als % definiert wird, muss an-

gegeben werden; beides ist moglich, solange die Definition klar gemacht wird.).
Die odds zu erkranken werden durch die Impfung um dem Faktor 2500 redu-
ziert. Die Impfung ist also sehr wirksam.

2.4 Zufallsvariable (Stahel, Kap. 4.3, 4.4)

Oft sind mit einem Zufallsexperiment Zahlenwerte verkniipft, d.h. zu jedem
Elementarereignis w gehort ein Zahlenwert X (w) = x.

Beispiel: Wert einer gezogenen Jass-Karte.

1

w= As —» X(w)

1
w= Koénig — X(w)=4

w= Sechs — X(w)=0

Wie man in diesem Beispiel sieht, ist X eine Funktion auf dem Grundraum 2.
Wir halten fest:

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion:

X: O—->R
wr X(w)

Die Notation X (oder auch Y, Z,...) ist eher ungewohnt fiir die Bezeichung
einer Funktion, ist aber iiblich in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sie haben
hoffentlich in der Analysis gesehen, dass man Funktionen wie Zahlen addieren

SFalls Sie es spiter mal brauchen: Mit der Funktion fisher.test konnen Sie in R odds-
Ratio und Vertrauensintervalle dazu berechnen. Das werden wir in dieser Vorlesung aber nicht
behandeln.
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oder multiplizieren kann (man addiert oder multipliziert einfach die Funktions-
werte). Summen und Produkte von Zufallsvariablen sind also wieder Zufallsva-
riablen.

Konvention: Eine Zufallsvariable wir durch einen Grossbuchstaben (z.B.
X) dargestellt. Der gleiche Kleinbuchstabe (z.B. z) stellt einen konkreten
Wert dar, den die Zufallsvariable annehmen kann. Das Ereignis, dass die Zu-
fallsvariable X den Wert x annimmt, konnen wir dann so schreiben: X = z.

Bei einer Zufallsvariable ist nicht die Funktion X (-) zufillig, sondern nur das
Argument w: Je nach Ausgang des Zufallsexperiments (d.h. von w) erhalten wir
einen anderen Wert © = X (w), = ist eine Realisierung der Zufallsvariablen X.
Wenn wir aber das Experiment zweimal durchfithren und zwei Mal das gleiche
Ergebnis w herauskommt, dann sind auch die realisierten Werte von X gleich.

Wenn der Grundraum 2 diskret ist, dann muss auch der Wertebereich W = W
(Menge der moglichen Werte von X) diskret sein, d.h. endlich oder abzéhlbar.
Wir werden in diesem Kapitel bloss diskrete Zufallsvariablen genauer diskutie-
ren. Insbesondere sind Anzahlen stets diskret, wihrend Messungen besser als
kontinuierlich, d.h. mit dem Wertebereich R modelliert werden (obwohl man
praktisch nur mit endlicher Genauigkeit messen kann).

Wabhrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen

Die Werte einer Zufallsvariablen X (die moglichen Realisationen von X) tre-
ten mit gewissen Wahrscheinlichkeiten auf. Die Wahrscheinlichkeit, dass X den
Wert x annimmt, berechnet sich wie folgt:

P(X =z)=P({w; X(w)=2})= > P(w).

w; X (w)=z

Beispiel (Forts): X = Wert einer gezogenen Jass-Karte.

Wahrscheinlichkeit fiir Zahl 4 = P(X = 4)

= P({w; w= ein Konig})

= P(Eicheln-Koénig) + P(Rosen-Ko6nig) + P(Schellen-Kénig) + P(Schilten-Konig)
4/36 =1/9.

Die “Liste” von P(X = x) fiir alle moglichen Werte x heisst (diskrete)
(Wahrscheinlichkeits-) Verteilung der (diskreten) Zufallsvariablen X. Da-
bei gilt immer

alle moglichen 2

Beispiel (Forts): X = Wert einer gezogenen Jass-Karte.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X ist
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x |0 2 3 4 10 1
P(X=x)[4/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9

Umgekehrt ist jede Liste von nichtnegativen Zahlen, die sich zu eins addieren,
die Verteilung einer gewissen Zufallsvariablen. Wenn man nur an der Zufalls-
variablen X interessiert ist, kann man den zu Grunde liegenden Raum €2 ver-
gessen, man braucht nur die Verteilung von X. Zufallsvariablen sind einfach
Zufallsexperimente, bei denen die Ergebnisse Zahlen sind.

2.5 Binomialverteilung (Stahel Kap. 5.1)

Wir betrachten die Situation wo es um das Zéhlen der Anzahl Erfolge (oder
Misserfolge) geht. Solche Anwendungen treten z.B. auf bei der Qualitdtskon-
trolle, Erfolg/Misserfolg bei Behandlungen (medizinisch, biologisch) oder auch
bei Gliicksspielen.

Die Verteilung einer Zufallsvariable X mit Werten in W = {0,1} kann durch
einen einzelnen Parameter m beschrieben werden:

PX=1)=n, PX=0)=1—-m, 0<w<1.

Diese Verteilung heisst Bernoulli(7)-Verteilung. Sie beschreibt einfach das
Eintreffen oder Nicht-Eintreffen eines bestimmten Ereignisses, z.B. das Ergebnis
"Kopf” beim Werfen einer Miinze. Falls die Miinze fair ist, so ist 7 = 1/2.

Etwas interessanter wird es, wenn wir das Experiment n Mal wiederholen, also
z.B. die Miinze n-mal werfen. Der Grundraum €2 besteht dann aus allen "Wor-
tern” der Lénge n, welche man mit den Buchstaben K (fiir "Kopf”) und Z (fur
"Zahl”) schreiben kann. Q hat also 2" Elemente. Wir betrachten die Zufallsva-
riablen

Y, 1 falls K im i-ten Wurf
71 0 falls Z im i-ten Wurf.

n
X = Z X; = Gesamtzahl von Wiirfen mit K
i=1

Um die Verteilung von X bestimmen zu kénnen, miissen wir eine Wahrschein-
lichkeit auf € festlegen. Wir postulieren, dass die Ereignisse X; = 1 (also "K im
i-ten Wurf”) alle die Wahrscheinlichkeit 7 haben und unabhingig sind. Dann
gilt zum Beispiel:

PX=0)=PX1=...=X,=0=(1-m)",

P(X =1) = P(ein X; =1 und alle anderen X; =0) =

PXi=1,X2=0,..., X0 =0)+ P(X1 =0, Xo =1, X3=0,..., X = 0) +...
=nm(l—m)" L

Um P(X = z) zu berechnen, muss man offenbar bestimmen, auf wieviele Arten
man x Einer auf n Plitze anordnen kann. Die Antwort ist gegeben durch den
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()=

So kommt man auf die Binomial-Verteilung.

Binomialkoeffizienten

Binomial(n, 7)-Verteilung:
Eine Zufallsvariable X mit Werten in W = {0,1,...,n} heisst Binomial(n, r)-
verteilt, falls

P(X =x) = <n>7rx(1 —m)"F x=0,1,...,n.
x

Dabei ist 0 < 7w < 1 der Erfolgsparameter der Verteilung.

Wie in obigem Beispiel motiviert, ist die Binomialverteilung angebracht fiir die
Zufallsvariable "Anzahl Erfolge /Misserfolge” (Eintreten eines bestimmten Ereig-
nis) bei n unabhingigen Versuchen. Das Pridikat “unabhéngig” ist wesentlich
fiir die Korrektheit der Binomialverteilung.

Konvention: Wenn man notieren will, dass die Zufallsvariable X einer gewissen
Wahrscheinlichkeitsverteilung F' folgt, schreibt man abgekiirzt: X ~ F. Dabei
kann F' von Parametern abhiingen, also z.B. X ~ F(#). Wenn also X einer
Binomial-Verteilung mit Parametern n und 7 folgt, schreibt man abgekiirzt
X ~ Binomial(n, ) oder einfach nur X ~ Bin(n, ).

Beispiel Bei einer Losbude steht: "Jedes 5. Los gewinnt!”, d.h., die Gewinnwahr-
scheinlichkeit ist bei jedem Los m = 0.2. Nehmen wir weiter an, dass das Ziehen
von einem Los keinen Einfluss auf das Ziehen des niichsten Loses hat (z.B. gibt
es eine riesige Anzahl Lose und die Lostrommel wird nach jedem Verkauf eines
Loses gut gemischt). Wir kaufen 100 Lose und bezeichnen mit X die Anzahl
Gewinne unter den 100 Losen. Dann ist X Binomial(n = 100, 7 = 0.2) verteilt.
Abgekiirzt: X ~ Binomial(100,0.2).

Beispiel: Spermasexing (Tages-Anzeiger 6.12.2000)

Geschlechts-Beeinflussung von Kuhkélbern mit einer Methode, die Spermase-
xing genannt wird. Ziel ist es, ein weibliches Kalb zu ziichten. In einem Testlauf
wurden zwolf Kithe mit Spermien besamt, die optisch nach dem Y-Chromosom
sortiert wurden (d.h. mit der Spermasexing-Methode). Da die Methode nicht
hundertprozentig sicher ist, konnen wir das als Zufallsexperiment auffassen. Sei
X = Anzahl weiblicher geziichteter Kuhkélber. Eine verniinftiges Modell ist
dann:

X ~ Binomial(12, 7),

wobei m unbekannt ist. Effektiv beobachtet wurden x = 11 weiblich geziichtete
Kuhkélber: d.h. X =z = 11 wurde tatséchlich realisiert. Spéter mehr dazu.

Eigenschaften der Binomialverteilung (siehe Abb. 2.1): P(X = x) ist maximal
wenn x gleich dem ganzzahligen Teil von (n+ 1)7 ist, und auf beiden Seiten von
diesem Wert nehmen die Wahrscheinlichkeiten monoton ab. Wenn nr(1 — 7)
nicht allzu klein ist, ist die Verteilung praktisch symmetrisch und hat die Form
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Abbildung 2.1: Die Binomialwahrscheinlichkeiten P(X = z) als Funktion von
x fiir verschiedene n’s und n’s. Links ist n = 100 und = = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5
(von oben nach unten) und rechts ist 7 = 0.5 und n = 25, 50, 75, 100, 150 (von

oben nach unten).

einer Glocke. Wenn n gross ist, sind die meisten Wahrscheinlichkeiten P(X =
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x) verschwindend klein, d.h. grosse Abweichungen von (n + 1)7 sind extrem
unwahrscheinlich.

2.6 Kennzahlen einer Verteilung (Stahel Kap. 5.3)

Eine beliebige (diskrete) Verteilung kann vereinfachend zusammengefasst wer-
den durch 2 Kennzahlen, den Erwartungswert £(X) und die Standardab-
weichung o(X).

Der Erwartungswert beschreibt die mittlere Lage der Verteilung und ist wie
folgt definiert:

E(X) = Z zP(X =), Wx = Wertebereich von X.
zeWx

Die Standardabweichung beschreibt die Streuung der Verteilung. Rechnerisch
ist das Quadrat der Standardabweichung, die sogenannte Varianz bequemer:

Var(X) = Y (z—E&(X))*P(X =)

zeWx
o(X) =4/ Var(X).

Die Standardabweichung hat dieselbe Einheit wie X, wihrend die Einheit der
Varianz deren Quadrat ist: Wird z.B. X in Metern (m) gemessen, so besitzt
Var(X) die Dimension Quadratmeter (m?) und o(X) wiederum die Dimension
Meter (m).

Beispiel: Sei X ~ Bernoulli(m).
Dann:

EX) = 0-P(X=0)41-P(X=1)=7

Var(X) = (0-EX))?’P(X =0)+(1-EX))*P(X=1)=(0—-7)*A—7)+ (1 —n)*r

= w(l—m),

o(X) = /m(1l—m).
Fiir die Binomial-Verteilung erhélt man mit einigen Rechnungen

X ~ Binomial(n,7) = &(X)=nn, Var(X)=nn(l-7), o(X)=+/nr(l—m).

(Weil Bernoulli(7) = Binomial(1,7), stimmt das mit obigen Formeln iiberein).
Die Kennzahlen fassen also sehr gut zusammen, was wir in der Abbildung 2.1
gesehen haben: Die Verteilung ist um den Erwartungswert konzentriert, die
Streuung wichst mit n, aber langsamer als n. Fiir festes n ist die Streuung
maximal, wenn 7 = 1/2.

Beispiel (Forts.) Wir sind wieder bei der Losbude, bei der wir (nach dem vierten
Bier) 100 Lose gekauft hatten. Um die Freundin zu beeindrucken, kramen wir
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unser Statistikwissen hervor und berechnen im Kopf den Erwartungswert und
die Standardabweichung der Anzahl Gewinne unter 100 Losen.

EX)=n-m=100-0.2 =20
o(X)=+/nr(l —7) =+100-0.2-0.8 =4

Wir erinnern uns, dass Beobachtungen typischerweise ein bis zwei Standardab-
weichungen vom Erwartungswert entfernt liegen und prophezeien der Freundin
mit Stolz geschwellter Brust, dass wir wohl zwischen 16 und 24 Gewinnen zu er-
warten haben. Sie solle sich schonmal einen Teddybér aussuchen. Hundert ner-
venaufreibende Offnungsversuche spéter stehen wir mit nur 8 Gewinnen und
héngenden Schultern da. Kann das Zufall sein? Ja, aber wir beobachten ein
sehr unwahrscheinliches Ereignis (spiter werden wir solche Uberlegungen mit
einem statistischen Test prézise formulieren kénnen). Wir beschliessen, den hiih-
nenhaften und grimmig drein schauenden Losbudenbesitzer nicht mit unserer
Erkenntnis zu verdrgern und denken uns: "Pech im Spiel, Gliick in der Liebe!”

2.6.1 Kumulative Verteilungsfunktion

Manchmal ist es fiir Rechnungen niitzlicher, statt der “Liste” P(X = x) (fir
alle z) die sukzessiven Summen

S P(X=y)=P(X <z
yeEWxy<z

anzugeben. Dabei lduft = ebenfalls iiber den Wertebereich Wx von X. Man
kann in dieser Definition aber auch beliebige reelle Werte x betrachten und
erhélt dann eine Funktion

Fa)=P(X<a)= Y. P(X=y),
yeWx y<z

die sogenannte kumulative Verteilungsfunktion. Diese springt an den Stel-
len, die zum Wertebereich gehoren, und ist dazwischen konstant. Siehe auch
Abbildung 2.2.

Aus der kumulativen Verteilungsfunktion kann man die “Liste” P(X = x) zu-
riickgewinnen: P(X = z) ist einfach die Hohe des Sprungs an der Stelle x.
Insbesondere gilt fiir X mit Wertebereich in den ganzen Zahlen und ganzzahli-
ges T

PX=2)=F(x)—-F(z-1), PX>z)=1-P(X<z—-1)=1-F(z-1).

2.7 Poissonverteilung (Stahel Kap. 5.2)

Der Wertebereich der Binomial(n,7)-Verteilung ist W = {0,1,...,n}. Falls
eine Zufallsvariable nicht im vornherein einen beschrinkten Wertebereich hat,
so bietet sich fiir Zéhldaten die Poisson-Verteilung an.
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Binom(100,0.5): kumulative Vert.funktion
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80 100

X

Zoom-in: Binom(100,0.5): kumulative Vert.funktion
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Abbildung 2.2: Kumulative Verteilungsfunktion F(-) fir X ~
Binomial(100,0.5). Unten: zoom-in fiir die Werte = € [40,60]. Die Kreise
zeigen an, dass an den Sprungstellen der obere Wert gilt.

Eine Zufallsvariable X mit Werten in Ny = {0,1,2,...} heisst
Poisson(\)-verteilt, falls

P(X =x)= exp(—)\)g

(z=0,1,2,...)

wobei A > 0 ein Parameter der Verteilung ist.

Die Poisson-Verteilung ist die Standardverteilung fiir unbeschrénkte Zéhlda-
ten.

Beispiele: Die Poisson(\)-Verteilung kann bei folgenden Anwendungen als Mo-
dell gebraucht werden:

Anzahl Schadenmeldungen eines Versicherten pro Jahr,

Anzahl spontaner Ereignisse in einer Nervenzelle wiahrend einer Sekunde via
Transmitterfreisetzung an einer Synapse.

Die Kennzahlen sind wie folgt: fiir X ~ Poisson(\):

EX)=A, Var(X)=), o(X)=VA
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2.7.1 Poisson-Approximation der Binomial-Verteilung

Betrachte X ~ Binomial(n,7) und Y ~ Poisson()). Falls n gross und 7 klein
mit A = nx, dann:

)\.’E

n> ™1 —m)"" "= P(Y =z)=exp(—A\)— (x=0,1,...,n).

T x!

HX:@:(

Das heisst: fiir grosse n und kleine 7: Binomial(n,7) ~ Poisson()) fiir A =
nm. Mit anderen Worten: die Poisson-Verteilung kann interpretiert werden als
Verteilung fiir seltene Ereignisse bei vielen unabhingigen Versuchen
(selten fiir einen einzelnen Fall, die Gesamt-Anzahl kann trotzdem gross sein).

2.7.2 Summen von Poisson-verteilten Zufallsvariablen

Die Poisson-Verteilung hat die folgende Additionseigenschaft: Wenn X ~ Poisson(Ax)
und Y ~ Poisson(\y) unabhéngig sind, dann ist X + Y ~ Poisson(Ax + Ay ).
Wenn also zum Beispiel die Anzahlen spontaner Ereignisse in einer Nerven-

zelle in zwei disjunkten Zeitintervallen Poisson-verteilt und unabhéngig sind,
dann ist auch das Total wieder Poisson-verteilt. Wir erhalten also eine Poisson-
Verteilung fiir alle Intervalle. Weil sich bei der Addition der Zufallsvariablen

die Parameter der Poisson-Verteilung addieren, ist iiblicherweise A proportional

zur Lange des betrachteten Zeitintervalls.

Oft entstehen Poisson verteilte Daten von einem sog. Poisson-Prozess auf ei-
nem Set S (z.B. Zeit, Fliche oder Raum) mit Parameter A. Das Modell sagt
folgendes aus: Wenn Sj, Sy, ..., Sy, nicht iiberlappende Subsets von S sind (z.B.
Zeitintervalle, Teile der Gesamtflidche oder Teile vom Raum), dann sind die An-
zahl Ereignisse Ny, Na, ..., IV, in jedem Subset unabhéngige Zufallsvariablen, die
jeweils einer Poisson-Verteilung mit den Parametern A - [S1|, A - [Sal,...; A - [ Sy
folgen. Dabei ist |S;| die "Grosse” von dem Set S; (z.B. Zeitdauer in Sekunden,
Fliche in m? oder Volumen in m3).

Beispiel Angenommen ein Biiro erhélt Telefonanrufe als ein Poisson-Prozess mit
A = 0.5 pro Minute®. Die Anzahl Anrufe in einem 5 Minuten Intervall folgt dann
einer Poisson-Verteilung mit Parameter p = 5- A\ = 2.5. Die Wahrscheinlichkeit,
dass es in einem 5 Minuten Intervall keine Anrufe gibt, ist daher exp(—2.5) =
0.082. Die Wahrscheinlichkeit, dass es genau einen Anruf gibt ist 2.5-exp(—2.5).

2.8 Software

In der Statistiksoftware R sind sehr viele Wahrscheinlichkeitsverteilungen schon
vorprogrammiert. Wenn man eine Zufallsvariable X hat, die einer Verteilung
namens "xxx” (xxx steht fiir eine Abkiirzung des Namens der Verteilung, z.B.
"binom” oder "pois”) folgt, kann man folgende drei Dinge bequem erledigen:

5Beachte, dass hier "pro Minute” steht. Der Parameter des Poisson-Prozesses misst immer
eine Anzahl geteilt durch etwas (z.B. Zeitdauer, Fliche, Volumen, etc.)
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dxxx Berechnet P[X = z]
pxxx Berechnet P[X < z]

rxxx Liefert eine Zufallszahl gemiiss der Verteilung von X

Konkrete Beispiele sind: dbinom, pbinom, rbinom fiir die Binomialverteilung
und dpois, ppois, rpois fiir die Poissonverteilung. Schauen Sie sich die Hilfe-
seite dieser Funktionen an, in dem Sie vor den Befehl ein ”?” tippen. Also z.B.
?dbinom.

In R gibt es noch weitere Modelle fiir Zéhldaten: Geometrische Verteilung (Ab-
kiirzung geom), Negative Binomialverteilung (Abkiirzung nbinom), Hypergeo-
metrische Verteilung (Abkiirzung hyper), usw. Die genannten Verteilungen wer-
den in der Praxis oft gebraucht. Wenn es Sie interessiert, schauen Sie doch mal
auf Wikipedia nach, in welchen Féllen diese drei Verteilungen Verwendung fin-
den.
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Kapitel 3

Statistik fiir Zahldaten

Lernziele

e Sie kennen die Momentenmethode und die Maximum-Likelihood-Methode
zum Schétzen von Parametern und konnen Sie auf einfache Beispiele an-
wenden.

e Sie konnen die sechsstufige Struktur eines statistischen Tests aufschrei-
ben und haben die Bestandteile verstanden. Insbesondere kennen Sie die
Begriffe Fehler 1. Art, Fehler 2. Art und Macht eines Tests.

e Sie konnen testen, ob eine vorgegebene Gewinnwahrscheinlichkeit bei einer
Binomialverteilung plausibel ist (Binomialtest) und kénnen den Test auf
dem Papier durchfiihren (einseitig und zweiseitig). Sie kénnen entscheiden,
ob ein einseitiger oder ein zweiseitiger Test angebracht ist.

e Sie haben zwei Definitionen des P-Wertes verstanden und konnen ihn in
kleinen Beispielen auf dem Papier berechnen.

e Sie haben begriffen, was ein Vertrauensintervall ist. Sie kénnen ein appro-
ximatives Vertrauensintervall fiir eine Gewinnwahrscheinlichkeit berech-
nen.

e Sie konnen einen Binomialtest mit R durchfithren und auswerten.

3.1 Drei Grundfragestellungen der Statistik (Stahel Kap.
7.1)

Die Statistik fasst Beobachtungen als Realisierung von Zufallsvariablen auf.
Sie untersucht dann, was fiir Schliisse man aus den Beobachtungen iiber die zu
Grunde liegende Verteilung ziehen kann. Meist zieht man nur Verteilungen in
Betracht, die bis auf einen (oder wenige) Parameter bestimmt sind und méchte

25
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dann Fragen iiber diesen Parameter beantworten. Man unterscheidet die folgen-
den drei Grundfragestellungen:

1. Grundfragestellung: Welches ist der zu den Beobachtungen plausibelste
Parameterwert? Die Antwort auf diese 1. Grundfrage heisst (Punkt-)Schétzung.

2. Grundfragestellung: Sind die Beobachtungen kompatibel (statistisch ver-
einbar) mit einem vorgegebenen Parameterwert? Die Antwort auf diese 2. Grund-
frage heisst statistischer Test.

3. Grundfragestellung: Welche Parameterwerte sind mit den Beobachtun-
gen kompatibel (statistisch vereinbar)? Die Antwort auf diese 3. Grundfrage
heisst Konfidenzintervall oder Vertrauensintervall. Das Konfidenzintervall
ist allgemeiner und informativer als ein statistischer Test.

Beispiel (Forts.): Sei x = 11 die effektive Anzahl weiblicher geziichteter Kuhkél-
ber beim Spermasexing (vgl. Kapitel 2.5). Wir fassen x = 11 als Realisierung
einer Zufallsvariablen X auf, und nehmen an, dass X Binom(12, 7)-verteilt ist.
Wir moéchten jetzt von der Beobachtung = 11 auf den unbekannten Parameter
7 Schliisse ziehen. Die Grundfragen lauten hier:

1. Welches ist der plausibelste Wert 7w (zu der Beobachtung = = 11)?

2. Ist die Beobachtung x = 11 kompatibel mit 7 = 0.5 (reiner Zufall) oder
mit 7 = 0.7 (6konomisch zu wenig interessant) 7

3. Welcher Bereich (Intervall) fiir den Parameter 7 ist mit der Beobachtung
x = 11 kompatibel?

3.2 Schitzung, statistischer Test und Vertrauensin-
tervall bei Binomial-Verteilung (Stahel Kap. 7.2, 8.2,
9.1, 9.2)

Wir betrachten folgende Situation: Gegeben ist eine Beobachtung x, welche als
Realisierung von X ~ Binomial(n,7) aufgefasst wird. Wir mochten Schliisse
ziehen {iber den unbekannten Parameter 7.

3.2.1 (Punkt-)Schitzung

Konvention: Um einen Schitzwert eines Wertes zu kennzeichnen, wir ein Hut

(") auf die Variable gesetzt. Z.B. ist 7 ein Schétzwert des Parameters m; £(X)
ist ein Schitzwert des wahren Erwartungswertes £(X); ¢ ist ein Schétzwert der

Variable y.

Es gibt zwei verbreitete Methoden um Parameter einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung zu schétzen.
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Momentenmehtode

Eine Schitzung fiir 7 kann pragmatisch hergeleitet werden. Da £(X) = nw (sie-
he Kapitel 2.6) gilt: 7 = £(X)/n. Der Wert n (Anzahl unabhéngiger Versuche)
ist als bekannt vorausgesetzt: die einzige Unbekannte ist dann £(X). Eine prag-

matisch motivierte Schétzung ist dann: 67)?) = z(= beobachtete Anzahl Gewinne),
d.h. man ersetzt den Erwartungswert durch die Beobachtung. Somit ergibt sich
die relative Haufigkeit

T=x/n
als Schétzung der Erfolgswahrscheinlichkeit.

Beispiel (Miinzwurf) Wir haben eine Miinze, bei der wir uns fragen, ob sie fair
ist oder systematisch eher Kopf ergibt. Um dies zu beantworten, wird die Miinze
100-mal geworfen, und wir erhalten 58 mal Kopf.

Betrachte X = Anzahl Kopf (K) bei 100 Wiirfen. Es ist verniinftig, das Modell
X ~ Binomial(100, 7) zu benutzen. Beobachtet (realisiert) wurde z = 58. Die
Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze bei einem Wurf Kopf zeigt, ist geméss der

Momentenmethode also P[Kopf] = 2% = 0.58.

Beispiel (Forts. Spermasexing) Im Beispiel ist also die geschétzte Erfolgswahr-
scheinlichkeit fiir das Verfahren gleich % = 0.917. Es leuchtet unmittelbar ein,
dass bei regelméssiger Anwendung des Verfahrens langfristig nicht genau 11
von 12 Kélbern das gewiinschte Geschlecht haben werden. Mit andern Worten:
Die wahre Erfolgswahrscheinlichkeit 7 ist nicht das Gleiche wie die geschétzte
Erfolgswahrscheinlichkeit 7. Idealerweise gibt man einen Bereich an, in dem die
wahre Erfolgswahrscheinlichkeit mit grosser Sicherheit liegt (ein Vertrauensin-
tervall). Dazu spéter mehr.

Maximum-Likelihood

Am einfachsten ldsst sich diese Methode an einem Beispiel erkléren:

Beispiel (Forts. Miinzwurf) Wir haben angenommen, dass die Anzahl "Kopf” bei
n Miinzwiirfen folgendermassen verteilt ist: X ~ Binomial(n, 7). In unserem
Beispiel ist n = 100 und die Zufallsvariable X hat den Wert 58 angenommen.
Die Aufgabe besteht nun darin, einen Wert fiir 7 zu finden, der méglichst gut
zu unserer Beobachtung passt. Welches Kriterium kénnte man verwenden um
zu zeigen, dass ein Wert 71 besser zu der Beobachtung passt als w27 Eine Mog-
lichkeit ist die Folgende: Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, genau 58 mal
Kopf bei 100 Miinzwiirfen zu erzielen. Einmal verwenden wir dabei 71 und das
andere mal mo. Anschliessend wiahlen wir das 7, dass zu der grosseren Wahr-
scheinlichkeit fiir 58 mal Kopf fiihrt. In der Praxis m6chte man natiirlich nicht
nur zwei Werte von 7w vergleichen, sondern am besten alle, die denkbar sind.
Wir wollen also den Ausdruck P[X = z] = (0)7%(1 — 7)"~* (wobei n = 100

x
und z = 58) bzgl. 7 maximieren. Dieses Problem lisst sich leicht mit der Ma-
thematik, die Sie im Basisjahr gelernt haben (Ableitung gleich null setzen und

nach 7 auflésen), 16sen. Oft ist der Ausdruck, den man ableiten muss aber recht
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kompliziert (wie auch in unserem Beispiel). In vielen Féllen kann man dann
einen Trick anwenden: Jedes Extremum der Funktion f(z) ist auch ein Extre-
mum der Funktion log(f(x)) und umgekehrt. D.h., anstatt P[X = x] bzgl. 7
zu maximieren, kénnen wir auch log(P[X = z]) bzgl. 7 maximieren, falls das
leichter geht. Das Ergebnis ist vollig identisch. In unserem Fall ist die zweite
Variante tatsdchlich etwas einfacher:

n

log(PLx = a]) = og( () (1 = 7)) =

X

—tog((1)) + 1og(s") + log((1 — 7)) =

— log( (Z)) + 2 - log(r) + (n — z) - log(1 — 7)

Durch Ableiten nach 7 und Nullsetzen erhalten wirt:

%(log( <Z>) +a-log(m) + (n—x) -log(l —m)) =0

%—I—(n—m)-

Wenn wir diese Gleichung nach 7 auflésen, erhalten wir:

T 1
——(n—x)- =0
T 1—m
r n—
T 1—m
T —TXx=TNn—mnT
T
T=—
n

Mit den Zahlen in unserem Beipiel erhalten wir 7 = % = 0.58. In diesem Bei-
spiel ist das Ergebnis identisch mit dem Ergebnis aus der Momentenmethode.
Im Allgemeinen ist das aber nicht der Fall.

Mit obiger Methode wihlen wir also das 7, mit dem die Beobachtung am wahr-
scheinlichsten ist. Daher nennt man diese Methode auf englisch "Maximum-
Likelihood-Methode”. Sie ist die mit Abstand gebriduchlichste Methode, um
Parameter zu schitzen und oft der Momentenmethode iiberlegen.

3.2.2 Statistischer Test

Die Grundidee eines statistischen Tests ist bestechend einfach. Wenn Sie sie
nicht mehr im Kopf haben, lesen Sie nochmal das Beispiel in Kapitel 1.1 nach.

Beispiel (Forts. Minzwurf): Ist es plausibel bei einer fairen Miinze 58 mal oder
ofter Kopf zu werfen? Die zentrale Frage ist, ob 7 = 1/2 oder 7 > 1/2.

'Beachte dabei, dass log((”")) nicht von 7 abhéngt und deshalb beim Ableiten verschwindet.
Ausserdem gilt: -L log(z) = 2
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Motivation

Im obigen Beispiel stellen wir die folgende Uberlegung an. Wir nehmen einmal
an, dass die Miinze fair ist, d.h. dass 7 = 1/2, und berechnen die Wahrschein-
lichkeiten fiir Ereignisse von der Form {X > ¢} fiir “grosse” Werte ¢, weil grosse
Werte eher fiir 7 > 1/2 sprechen. Wir wollen damit herausfinden, wie plausibel
die beobachtete Anzahl z = 58 bei einer fairen Miinze ist. Die folgende Tabelle
liefert die Zahlen fiir X ~ Binomial(100,1/2).

\0253 c=54 ¢c=55 ¢c=56 ¢=57 ¢=58 ¢c=59 c=60

P(X >c¢) ‘ 0.309 0.242 0.184 0.136 0.097 0.067 0.044 0.028

Wenn die Miinze fair wére, wiirde man das Ereignis 758 mal oder 6fter Kopf”
mit einer Wahrscheinlichkeit von nur ca. 6.7% beobachten. D.h., wenn Sie und
weitere 999 Studenten jeweils 100 mal diese Miinze werfen, wiirden etwa 67
Studenten das Ereignis "58 mal oder 6fter Kopf” erleben. Diese Zahl (6.7%) wird
in der Literatur auch P-Wert genannt (spéter noch mehr dazu). In diesem Fall
ist der P-Wert also 6.7%. In der Wissenschaft hat es sich so ergeben, dass man
einer Hypothese nicht mehr glaubt, wenn der P-Wert kleiner als 5% ist?.

Formales Vorgehen

Ein statistischer Test fiir den Parameter 7 im Modell X ~ Binomial(n, ) ist
wie folgt aufgebaut.

1. Modell: X: Anzahl Treffer bei n Versuchen;
X ~ Binomial(n, )

2. Spezifiziere die sogenannte Nullhypothese Hy:
Hy: m™=myg,
und (anhand der Problemstellung) eine sogenannte Alternative H 4:

Hy: T # 7o (zwei-seitig)
™ > mp (ein-seitig nach oben)

m < mp (ein-seitig nach unten).

Am héufigsten ist die Nullhypothese Hy : m = 1/2 (d.h. mp = 1/2), also
“reiner Zufall” oder "kein Effekt”. Meist fithrt man einen Test durch, weil
man glaubt, dass die Alternative richtig ist und man auch Skeptiker davon
iiberzeugen mochte.

ZDiese Grenze ist natiirlich vollig willkiirlich. Sie kénnte genauso gut 4.7%, 7% oder ir-
gendeine andere kleine Prozentzahl sein. Wichtig ist nur, dass man einer Hypothese keinen
glauben schenkt, wenn der P-Wert "klein” ist.
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3. Teststatistik: T: Anzahl Treffer bei n Versuchen.
Verteilung der Teststatistik unter Hy: T ~ Bin(n,m)?

4. Lege das sogenannte Signifikanzniveau « fest. Typischerweise wihlt
man a = 0.05 (5%) oder auch a = 0.01 (1%).

5. Bestimme den sogenannten Verwerfungsbereich K fiir die Teststati-
stik? . Qualitativ zeigt K in Richtung der Alternative:

K =0, ¢,] U lco,n] falls Hq : 7w # mo,
K = [e,n] falls Hq : m > mo,
K =10, falls Hy @ m < mp.

Quantitativ wird K so berechnet, dass

Py, (X € K) = Py, (X € K) <o

von Binomial(n, o)

Dabei bedeutet %, dass die linke Seite kleiner oder gleich der rechten Seite
sein soll, aber so nahe wie moglich.

6. Testentscheid: Erst jetzt betrachte, ob der beobachtete Wert der Test-
statistik in den Verwerfungsbereich K fallt:
Falls ja: so verwerfe Hy (Hy ist dann statistisch widerlegt, die Abweichung
von der Nullhypothese ist “signifikant”)
Falls nein: belasse Hy (was nicht heisst, dass deswegen Hj statistisch be-
wiesen ist).
Diese Art der Test-Entscheidung beruht auf dem Widerspruchs-Prinzip:
Hypothesen kénnen nur falsifiziert und nicht verifiziert werden.

Beispiel (Forts.): Fiir das Beispiel mit den Miinzwiirfen heisst das konkret:

1. Modell: X: Anzahl Wiirfe, die Kopf zeigen, wenn man 100 mal wirft.
X ~ Bin(100, ).

2. Nullhypothese: Hy : m = 0.5
Alternative: Hy : m > 0.5

3. Teststatistik: 7. Anzahl Wiirfe, die Kopf zeigen, wenn man 100 mal
wirft.
Verteilung der Teststatistik unter Hy: T' ~ Bin(100,0.5)

3Es mag verwirrend sein, dass die Teststatistik 7 und X genau gleich sind. Das ist nur in
diesem einfachen Beispiel der Fall und im Allgemeinen nicht so. Spéter werden wir Beispiele
kennenlernen, in denen die Teststatistik T eine Funktion von X ist.

4Der Verwerfungsbereich hiingt vom Signifikanzniveau o ab. Wir er grosser oder kleiner,
wenn « kleiner wird?
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4. Signifikanzniveau: a = 0.05
5. Verwerfungsbereich: K = [59;100]°

6. Testentscheid: Der beobachtete Wert der Teststatistik (t = 58)° liegt
nicht im Verwerfungsbereich (K = [59;100]). Daher kann die Nullhypo-
these auf dem Signifikanzniveau 5% nicht verworfen werden. Das heisst,
es gibt nicht geniigend statistische Evidenz (auf dem Signifikanzniveau
a = 0.05) dafiir, dass die Miinze zu Gunsten von Kopf (K) gefélscht ist.

Beispiel (Forts.): Beim Spermasexing (vgl. Kapitel 2.5) wurden 2 = 11 Kuhkal-
ber geboren von insgesamt 12 Kélbern. Es scheint ziemlich klar zu sein, dass dies
nicht reiner Zufall sein kann. Wir wollen trotzdem noch sehen, was der Test sagt:

1. Modell: X: Anzahl weiblicher Kéilber;
X ~ Binomial(12, )

2. Nullhypothese: Hy: m = mg = 0.5,
Alternative: Hy : m > mg = 0.5.

3. Teststatistik: T: Anzahl weiblicher Kélber;
Verteilung der Teststatistik unter Hy: 7'~ Bin(12,0.5)

4. Signifikanzniveau: a = 0.05

5. Verwerfungsbereich: Mit dem Computer oder Taschenrechner kann
man folgende Tabelle leicht berechnen:

‘ c=8 ¢c=9 ¢c=10 c¢=11 =12
P(X >¢) ‘ 0.194 0.073 0.019 0.003 0.0002

Daher ist der Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik: K = [10,11,12].

6. Testentscheid: Der beobachtete Wert der Teststatistik (¢t = 11) liegt
im Verwerfungsbereich der Teststatistik. Daher kann die Nullhypothese
auf dem Signifikanzniveau 5% verworfen werden. D.h., mit der Methode
"Spermasexing” werden tatséchlich mehr weibliche Kélber geboren.

Fiir das Signifikanzniveau o = 0.05 ist also der Verwerfungsbereich K = {10, 11, 12}.
Fiir das Niveau a = 0.01 ist K = {11, 12}. Fiir beide Niveaus wird die Nullhypo-
these also verworfen, d.h. der Effekt der Methode "Spermasexing” ist statistisch
signifikant, sowohl auf dem 5%- als auch auf dem 1%-Niveau.

Wenn jemand nur an einer Methode interessiert ist, deren Erfolgswahrschein-
lichkeit grosser als 70% ist (weil die Methode z.B. erst dann 6konomisch inter-
essant wird), dann wird sie in Punkt 2 des Tests folgende Anderung machen:

® Aus obiger Tabelle kann man ablesen, dass ¢ = 59 die kleinste Zahl ist, bei der P[X > ]
kleiner als 5% ist.

SBeachten Sie, dass ich hier ein kleines ¢ und nicht T’ verwendet habe, weil ich eine konkrete
Realisierung der Zufallsvariable T mit dem Buchstaben ¢ bezeichnen will.
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Hy: m=m=0.7

Hy: m>m=0.7

Mit Hilfe einer Tabelle erhilt man aus Pr—o7(X € K) ; 0.05 den Verwerfungs-
bereich K = {12}.

Der beobachtete Wert der Teststatistik liegt nun nicht mehr im Verwerfungs-
bereich. Daher wird Hy belassen, d.h. eine Erfolgswahrscheinlichkeit von iiber
70% ist nicht signifikant nachgewiesen.

Bisher haben wir den Verwerfungsbereich K immer exakt berechnet mit Hil-
fe einer Tabelle der kumulativen Verteilungsfunktion der Binomialverteilung
(statistische Software liefert solche Tabellen). Fiir Uberschlagsrechnungen kann
man auch die sogenannte Normalapproximation benutzen: Fiir « = 0.05 und
die Alternative m > mg gilt

¢~ nm + 1.64y/nm(1 — mp) aufgerundet auf die néchstgrossere ganze Zahl
Fiir o = 0.05 und die Alternative m < mg gilt
¢~ nmy — 1.64v/nmo(1 — mp) abgerundet auf die néichstkleinere ganze Zahl.

Fiir « = 0.05 und die Alternative m # m schliesslich erhélt man c,, bzw. ¢,
indem man in den obigen Formeln 1.64 durch 1.96 ersetzt.

Beispiel: Wir betrachten wie in obigem Beispiel den Test mit den n = 100
Miinzwiirfen und testen Hp : m = 0.5 gegen Hy : w > 0.5 auf dem o = 0.05
Signifikanzniveau. Diesmal berechnen wir den Verwerfungsbereich mit Hilfe der
Normalapproximation:

c~100-0.5+ 1.64-+/100-0.5- (1 — 0.5) = 58.2

Aufgerundet zur néchstgrosseren Zahl ist also ¢ ~ 59. Daher ist der Verwer-
fungsbereich mit der Normalapproximation [59;100]. Das Ergebnis entspricht
dem FErgebnis in obigem Beispiel, bei dem wir die exakte Binomialverteilung
verwendet haben.

Beispiel: Wir berechnen nun noch den Verwerfungsbereich fiir obiges Beispiel
zum Spermasexing. Es gilt:

c~12-05+1.64-/12-0.5-(1—0.5) =8.83

Aufgerundet ergibt das ¢ ~ 9. Der Verwerfungsbereich mit der Normalappro-
ximation ist also [9, 10,11, 12]. Beachten Sie, dass wir hier nicht das gleiche
Ergebnis wie mit der Binomialverteilung erhalten (dort hatten wir als Verwer-
fungsbereich [10,11,12]. Die Normalapproximation macht also einen kleinen
Fehler.

Allgemein kann man sagen, dass die Normalapproximation umso besser funk-
tioniert, je grosser die Anzahl Versuche n ist. Sie funktioniert nicht so gut,
wenn 7w nahe bei 0 oder 1 ist. Als Faustregel kann man sich merken, dass die
Normalapproximation gut ist, falls nr > 5 und n(1 — w) > 5.
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Fehler 1. und 2. Art

Bei einem statistischen Test treten 2 Arten von Fehlern auf.

Fehler 1. Art: Falschliches Verwerfen von Hy, obwohl Hy richtig ist.

Fehler 2. Art: Filschliches Beibehalten von Hj, obwohl die Alternative zu-
trifft.

Per Definition des Fehlers 1. Art gilt

P(Fehler 1. Art) = Py, (X € K) < a.

Nach Konstruktion des Tests ist der Fehler 1. Art hochstens gleich . Dem
Fehler 1. Art wird traditionell mehr Gewicht gegeben als dem Fehler 2. Art”.
Daher wird er direkt kontrolliert mittels der Konstruktion eines Tests. Uber
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art haben wir hingegen keine solche
Kontrolle.

Die beiden Fehlerarten konkurrenzieren sich gegenseitig:
P(Fehler 2. Art) wird grosser falls a kleiner gewéhlt wird.

Die Wahl von « steuert also einen Kompromiss zwischen Fehler 1. und 2. Art.
Weil man aber primér einen Fehler 1.Art vermeiden will, wahlt man « klein,
z.B. a =0.05.

Beispiel (Forts. Spermasexing): Beim Spermasexing nehmen wir einmal an, dass
in Tat und Wahrheit der Parameter m = 0.8 € Hy4 ist (die Spezifikationen des
Tests sind wie oben: Hy: m# = 0.7, Hy : m > 0.7 und o = 0.05). Wie gross ist
die Wahrscheinlichkeit, dass unser Test die Richtigkeit der Alternativhypothese
Hy @7 > 0.7 nicht entdeckt? Da der Verwerfungsbereich K = {12} ist (siehe
oben), gilt:

P(Test behilt Hy bei, obschon m = 0.8) = Pr—gs(X < 11) =1 — Pr—ps(X = 12) = 0.93.

Das heisst, dass ein Fehler 2. Art (unter der Annahme dass 7 = 0.8) mit grosser
Wahrscheinlichkeit auftritt. Das ist natiirlich enttduschend, wenn 7w = 0.8 6ko-
nomisch interessant wire. Bei der kleinen Anzahl von 12 Versuchen, kann man
einfach nur sehr schlecht zwischen 7 = 0.7 und m = 0.8 entscheiden. Beachte,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art hochstens 0.05, also klein
ist.

Statt der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art gibt man oft die sogenannte
Macht an. Diese ist definiert als

Macht = 1 — P(Fehler 2. Art) = P(Verwerfen von Hy falls H4 stimmt) = Py, (X € K).

Die Macht gibt also die Wahrscheinlichkeit an, H 4 zu entdecken, falls H 4 richtig
ist.

"Wissenschaftler arbeiten genau und haben Angst, einen Humbug zu publizieren, der sich
dann als falsch herausstellt. Wenn man einen Effekt beobachtet, mdchte man sicher sein, dass
es sich nicht bloss um Zufall handelt (Fehler 1. Art soll vermieden werden). Dabei nimmt man
in Kauf, dass man manchmal einen wichtigen Effekt verpasst (Fehler 2. Art ist zweitrangig).
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Beispiel (Forts. Spermasexing) Im Beispiel ist die Macht 1 — 0.93 = 0.07.

Wenn man mehrere Alternativen hat, hingen die Macht und die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlers 2. Art davon ab, welche Alternative man betrachtet.

Einseitige und zweiseitige Tests

Im Beispiel mit dem Miinzwurf wollten wir testen, ob es sich um eine faire Miin-
ze handelt. Wir hatten die Vermutung, dass Kopf zu oft oben liegt und haben
deshalb einen einseitigen Test (H4 : m > mg oder Hy : m < mp) gemacht. Die
Miinze wére aber auch unfair, wenn Kopf zu hiufig oder zu selten oben liegt. In
diesem Fall ist ein zweiseitiger Test angebracht (H4 : m # 7). Oft stellt sich die
Frage, ob ein einseitiger oder ein zweiseitiger Test fiir eine Fragestellung besser
geeignet wire. Im Folgenden zeigen wir, dass beide Tests Vor- und Nachteile
haben.

Zweiseitige Tests detektieren sowohl zu viele Erfolge als auch zu wenige Erfolge.
Wenn der Test einseitig mit H4 : w > mp ist, dann detektiert er nur zu viele
Erfolge. Wenn der Test einseitig mit H4 : m < 7 ist, dann detektiert er nur zu
wenige Erfolge. Damit scheint der zweiseitige Test iiberlegen zu sein. Fiir die
”Sehschérfe” in beide Richtungen zahlt man allerdings einen Preis:

e Der zweiseitige Test detektiert zwar Abweichungen in beide Richtungen
von Hy, aber die Abweichung muss sehr deutlich sein, damit er sie erkennt.
D.h., die Macht des zweiseitigen Tests ist klein.

e Der cinseitige Test detektiert nur Abweichungen in eine Richtung von Hy,
aber die Abweichungen miissen nicht so gross sein, damit er sie erkennt.
D.h., die Macht des einseitigen Tests ist gross.

Es ist géingige Praxis, die Entscheidung bzgl. der Form von H 4 zu fillen, bevor
die Beobachtungen gemacht werden.

Beispiel: Wir haben wieder eine Miinze und wollen priifen, ob sie fair ist (Kopf
und Zahl mit Wahrscheinlichkeit 50%). Wir werfen 10 Miinzen. Zunéchst ma-
chen wir einen einseitigen Test:

1. Modell: X: Anzahl Wiirfe, die Kopf zeigen, wenn man 10 mal wirft.
X ~ Bin(10,7).

2. Nullhypothese: Hy: m = 0.5
Alternative: Hy : w > 0.58

3. Teststatistik: T: Anzahl Wiirfe, die Kopf zeigen, wenn man 10 mal wirft.
Verteilung der Teststatistik unter Hy: T' ~ Bin(10,0.5)

8So detektieren wir nur, wenn Kopf "zu hiufig” vorkommt. Um zu testen, ob Kopf "zu
selten” vorkommt, hétten wir Ha : m < 0.5 wihlen miissen. Ich habe mich in diesem Beispiel
willkiirlich fiir die erste Variante entschieden.
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4. Signifikanzniveau: a = 0.05
5. Verwerfungsbereich: K; = {8,9,10}

6. Testentscheid: Weil ich nicht gesagt habe, wie oft wir Kopf beobachten,
koénnen wir den Testentscheid nicht fallen.

Im zweiseitigen Test erhalten wir einen anderen Verwerfungsbereich:

1. Modell: X: Anzahl Wiirfe, die Kopf zeigen, wenn man 10 mal wirft.
X ~ Bin(10,7).

2. Nullhypothese: Hy : m = 0.5
Alternative: Hy : m # 0.5

3. Teststatistik: T: Anzahl Wiirfe, die Kopf zeigen, wenn man 10 mal wirft.
Verteilung der Teststatistik unter Hy: T' ~ Bin(10,0.5)

4. Signifikanzniveau: a = 0.05

5. Verwerfungsbereich: Den zweiseitigen Verwerfungsbereich kann man
leicht berechnen: Zunéchst bestimmt man die Verwerfungsbereiche (K-
und K.) fiir die einseitigen Alternativen Hy : m# > 0.5 und Hq : 71 <
0.5 mit dem halben Signifikanzniveau &, also hier 0.025. Anschliessend
nimmt man die Vereinigung der beiden Verwerfungsbereiche. Mit folgen-
der Tabelle? ergibt sich K~ = {9, 10}. Fiir die andere Alternativhypothese
ergibt sich K. = {0, 1}.

0 1 2 8 9 10
P(X >¢) 0.055 0.011 0.001
P(X <¢) ] 0.001 0.011 0.055

Fiir den Verwerfungsbereich des zweiseitigen Tests erhalten wir also:

Ky =K. UK- ={0,1} U{9,10}

6. Testentscheid: Weil ich nicht gesagt habe, wie oft wir Kopf beobachten,
konnen wir den Testentscheid nicht fallen.

Angenommen, in Wahrheit ist die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf 7 = 0.8. Die
Macht entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass das wahre Modell (7 = 0.8) eine
Beobachtung erzeugt, die in den Verwerfungsbereich fallt. Diese Wahrschein-
lichkeiten konnen wir leicht ausrechnen. Zunéchst berechnen wir die Macht M,
des einseitigen Tests (wir nehmen an, dass X ~ Bin(10,0.8)):

M, = P(XeK;)=P(Xe{8910}) =
= P(X=8)+P(X=9)+P(X=10) =

= .8°0.2 .870.2 87 =0.
<8>080 +<9>080 + 10 0.8 0.68

9Ich habe in der Tabelle nur die relevanten Zahlen eingetragen. Kénnen Sie sich erkliren,
warum die Zahlen in der Tabelle in beiden Zeilen gleich sind? Wére das auch so, wenn wir
Hy : m = 0.7 testen wiirden?
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Nun berechnen wir die Macht My des zweiseitigen Tests (wir nehmen wieder
an, dass X ~ Bin(10,0.8)):

My, = P(X € K,)=P(X c{0,1}U{9,10}) =
— P(X=0)+P(X =1)+P(X =9)+ P(X =10) =

= 0.2 0.8'0.2 0.8%0.2 0.8'0 = 0.38
<o> - ( 1 ) o 10

Die Macht des einseitigen Tests ist also viel grosser als die des zweiseitigen Tests.
Wenn man sich also sicher ist, dass nur die Abweichung in die eine Richtung
von der Nullhypothese relevant ist, ist der einseitige Test wegen der grosseren
Macht vorzuziehen.

Der P-Wert

Der P-Wert ist ein Wert zwischen 0 und 1, der angibt, wie gut Nullhypothese
und Daten zusammenpassen (0: passt gar nicht; 1: passt sehr gut). Genauer ge-
sagt ist der P-Wert die Wahrscheinlichkeit, unter Giiltigkeit der Nullhypothese
das erhaltene Ergebnis oder ein extremeres!? zu erhalten (vgl. Abb. 3.1). Mit
dem P-Wert wird also angedeutet, wie extrem das Ergebnis ist: je kleiner der
P-Wert, desto mehr spricht das Ergebnis gegen die Nullhypothese. Werte klei-
ner als eine im voraus festgesetzte Grenze, wie 5%, 1% oder 0.1% sind Anlass,
die Nullhypothese abzulehnen.

Es gibt noch eine andere, #iquivalente Definition des P-Wertes!!: Die Entschei-
dung eines Tests mit “Verwerfen” oder “Beibehalten” der Nullhypothese Hj ist
abhéngig von der etwas willkiirlichen Wahl des Signifikanzniveaus . Mathema-
tisch bedeutet dies, dass der Verwerfungsbereich K = K(«) abhéngig von der
Wahl von « ist.

Man kann sich einfach iiberlegen, dass qualitativ Folgendes gilt:
Verwerfungsbereich K = K (a)) wird kleiner mit kleiner werdendem «,

denn « ist ja die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art, und diese wird
natiirlich dann klein, wenn wir weniger oft die Nullhypothese Hy verwerfen.
Umgekehrt gilt natiirlich auch, dass K = K(«) grosser wird mit wachsendem
a. Dies impliziert: es gibt ein Signifikanzniveau, bei dem die Nullhypothese Hy
“gerade noch” verworfen wird.

Der P-Wert ist definiert als das kleinste Signifikanzniveau,
bei dem die Nullhypothese Hy (gerade noch) verworfen wird

107extrem” bezieht sich auf die Alternativhypothese. Wenn Ha4 : m > mp, dann sind sehr

grosse Anzahlen von Treffern extrem. Wenn Ha4 : ™ < mo, dann sind sehr kleine Anzahlen
von Treffern extrem. Wenn H4 : m # 7o, dann sind sowohl sehr grosse als auch sehr kleine
Anzahlen von Treffern extrem.

11 Auf den ersten Blick erscheint diese zweite Definition wohl viel komplizierter. Sie sollten
sie aber trotzdem durchdenken, weil Sie damit die Begriffe Signifikanzniveau und Vertrauens-
intervall besser verinnerlichen. In der Praxis ist die erste Version allerdings besser zu behalten.
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Zusammenfassend haben wir also zwei dquivalente Definitionen des P-Wertes:

1. Der P-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, unter Giiltigkeit der Nullhypothese
das beobachtete Ergebnis oder ein extremeres zu erhalten.

2. Der P-Wert ist das kleinste Signifikanzniveau, bei dem die Nullhypothese
Hj (gerade noch) verworfen wird.

Der P-Wert liefert mehr Information als bloss die Test-Entscheidung bei einem
vorbestimmten Signifikanzniveau « (z.B. o = 0.05). Insbesondere gilt aufgrund
der Definition des P-Werts:

verwerfe Hy falls P-Wert < «
belasse Hy falls P-Wert > «.

Zusétzlich zu dieser Entscheidungsregel quantifiziert der P-Wert wie signifikant
eine Alternative ist (d.h. wie gross die Evidenz ist fiir das Verwerfen von Hy).
Manchmal werden sprachliche Formeln oder Symbole anstelle der P-Werte an-
gegeben:

P-Wert = 0.05: schwach signifikant,”.”
P-Wert = 0.01 : signifikant,” *”

P-Wert = 0.001 : stark signifikant,” * *”
P-Wert < 1074 : #usserst signifikant,” % ”

Beispiel (Forts.): Beim Spermasexing betrachten wir die Null-Hypothese 7 =
0.7 und die Alternative w > 0.7. Beobachtet wurde = = 11, aufgefasst als
Realisierung von X ~ Binomial(12, 7). Der P-Wert ist dann:

Pﬂ:()j(X > 11) = PW:0.7(X = 11) + PW:[)j(X = 12) = (0.085.

Wie wir bereits frither gesehen haben, liefert dies kein Verwerfen von Hy auf
dem Signifikanzniveau a = 0.05 (weil der P-Wert grosser als 0.05 ist). Auf dem
Signifikanzniveau o = 0.1 kénnte man Hj allerdings verwerfen, weil der P-Wert
kleiner als 0.1 ist.

3.2.3 Vertrauensintervall

Informativer als ein statistischer Test ist ein sogenanntes Vertrauensintervall
(auch Konfidenzintervall genannt). Es liefert eine Antwort auf die 3. Grundfra-
gestellung von Kapitel 3.1: Welche Werte von 7 sind mit der Beobachtung x
kompatibel (statistisch vereinbar).

Ein Vertrauensintervall I zum Niveau 1 — a besteht aus allen Parameterwer-
ten, die im Sinne des statistischen Tests zum Signifikanzniveau a mit der Be-
obachtung vertréglich sind (iiblicherweise nimmt man den zweiseitigen Test).
Mathematisch heisst dies:

I = {mp; Nullhypothese Hy : m = my wird belassen}. (3.1)
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Einseitiger Test mit Alternative H_A: p1 > p1_0
Verteilung von X unter H_O: pi = pi_0

Summe der W.’keiten = P—-Wert
\\\f

Beob. X=x

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des P-Werts bei einer einseitigen Al-

ternative H4 :

™ > 7.
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Diese Beziehung stellt eine Dualitét zwischen Tests und Vertrauensintervallen
dar.

Die Berechnung erfolgt in der Praxis meist mit dem Computer. Falls n “gross”
ist, so kann die sogenannte Normalapproximation (sieche Kap. 4.6) beniitzt wer-
den. Letztere ergibt folgendes approximatives Konfidenzintervall I zum Niveau
1 —a =0.95 fiir den unbekannten Parameter 7:

x x z. 1
I~ —+1. —(1——)— 2
n %6 n( n)n (3.2)

Das Vertrauensintervall I = I(z) hidngt von der Beobachtung ab. Wenn man
anstelle der Beobachtung die zugehorige Zufallsvariable X einsetzt, so ist 1(X)
zufillig und hat die Eigenschaft:

P.(m e I(X)) S1-a fir jedes .

Dies kann so interpretiert werden, dass das Konfidenzintervall I den wahren
Parameter m mit Wahrscheinlichkeit 1 — o mit einschliesst.

Beispiel: Um das zu veranschaulichen, haben wir mit dem Computer folgende
Situation simuliert: Hundert Personen gehen auf den Jahrmarkt. Alle kommen
an einer Losbude vorbei, bei der die wahre Gewinnwahrscheinlichkeit 7 = 0.1 ist.
Allerdings ist die Gewinnwahrscheinlichkeit nirgends angeschrieben, sodass die
Personen sie nicht kennen. Jede Person beschliesst nun 50 Lose zu kaufen und ein
95%-Vertrauensintervall fiir die Gewinnwahrscheinlichkeit zu bestimmen. Da
ein 95%-Vertrauensintervall den wahren Parameter mit 95% Wahrscheinlichkeit
enthélt, sollten rund 95 Personen von den 100 den wahren Parameter in ihrem
Vertrauensintervall haben'?. In Abb. 3.2 ist das Ergebnis dieser Simulation
dargestellt.

Beispiel (Forts.): Beim Spermasexing erhélt man fiir ein zweiseitiges Konfiden-
zintervall zum Niveau 1 — a = 0.95 mittels einer Tabelle oder dem Computer
fiir die Berechnung von (3.1):

I = (0.615,0.998)

Das heisst, dass der wahre “Zucht”-Parameter m mit einer Wahrscheinlichkeit
von 95% in I liegt. Es besteht also auf Grund der kleinen Stichprobe grosse
Unsicherheit, wie erfolgreich die Methode bei langfristigem Einsatz tatséchlich
sein wird. Die N#herungsformel in (3.2) ist fiir dieses Beispiel nicht besonders
gut, weil n = 12 eher klein ist. Man erhélt mit (3.2):

I ~ (0.760,1.073)

Der rechte Endpunkt ist natiirlich zu gross, denn der Parameter 7 ist ja kleiner
oder gleich 1.

12¥Wer es ganz genau wissen will: Es werden wahrscheinlich nicht genau 95 Personen sein.
Die Anzahl Personen P, die den wahren Parameter in ihrem Vertrauensintervall haben ist
binomialverteilt: P ~ Bin(100, 0.95).
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Abbildung 3.2: Vergleich von 100 95%-Vertrauensintervallen. Auf der x-Achse
ist die Gewinnwahrscheinlichkeit aufgetragen. Der wahre Wert ist 0.1. Dariiber
sind 100 horizontale Striche gezeichnet. Jeder Strich reprisentiert das 95%-
Vertrauensintervall fiir die Gewinnwahrscheinlichkeit von einer der 100 Perso-
nen. Der vertikale Strich zeigt die Position der wahren Gewinnwahrscheinlich-
keit. Man sieht, dass 4 Vertrauensintervall die wahre Gewinnwahrscheinlichkeit
nicht enthalten (sie sind rot markiert). Die tibrigen 96 Vertrauensintervalle ent-
halten die wahre Gewinnwahrscheinlichkeit. Die Abbildung zeigt also, dass ein
95%-Vertrauensintervall mit ca. 95% Wahrscheinlichkeit den wahren Parameter
enthilt.

3.3 Software

In der Statistik-Software R ist die Funktion binom.test zum Durchfiihren eines
Binomialtests schon vorprogrammiert. Um das Vertrauensintervall zu berech-
nen wird dort eine genauere (aber auch kompliziertere) Methode als die Nor-
malapproximation verwendet. Sehen Sie sich die Hilfeseite mit ?binom.test
an.

Beispiel: Wir haben eine Miinze hundertmal geworfen und 58 mal Kopf gese-
hen. Wir wollen einen Test mit den Hypothesen Hy : m = 0.5 und Hy : 7 # 0.5
durchfiithren. Mit R erledigt das der Befehl
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binom.test(x=58, n=100, p=0.5, alternative= "two.sided", conf.level=0.95)

Als Computeroutput erhalten wir Folgendes:
Exact binomial test

data: 58 and 100
number of successes = 58, number of trials = 100, p-value = 0.1332
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
0.4771192 0.6780145
sample estimates:
probability of success
0.58

In der ersten Zeile (data) werden die Inputdaten erneut aufgelistet. In der
zweiten Zeile steht die Interpretation der Inputdaten fiir den Binomialtest: Wir
hatten 58 Erfolge bei 100 Versuchen. Bei der von uns festgelegten Nullhypo-
these und Alternative entspricht das einem P-Wert von 0.1332. In der dritten
Zeile wird die Alternativhypothese in Worten ausformuliert. In der vierten und
fiinften Zeile steht das 95%-Vertrauensintervall fiir die Gewinnwahrscheinlich-
keit: Mit 95% Wahrscheinlichkeit liegt die Gewinnwahrscheinlichkeit im Be-
reich [0.477,0.678]. In den letzten drei Zeilen erscheint noch der Punktschéitzer
flir die Gewinnwahrscheinlichkeit. Wie wir schon vorher gesehen hatten, ist

er sowohl fiir die Momentenmethode also auch fiir die Maximum-Likelihood-
Methode 0.58.

Beispiel (Forts. Spermasexing) Wir berechnen den P-Wert aus obigem Beispiel
nun mit dem Computer: Beim Spermasexing betrachten wir die Null-Hypothese
m = 0.7 und die Alternative m > 0.7. Beobachtet wurde x = 11, aufgefasst als
Realisierung von X ~ Binomial(12, 7). Mit R l&sst sich der Test so durchfiihren:
binom.test(x=11, n=12, p=0.7, alternative= "greater", conf.level=0.95)

Das Ergebnis ist:
Exact binomial test

data: 11 and 12
number of successes = 11, number of trials = 12, p-value = 0.08503
alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.7
95 percent confidence interval:
0.6613193 1.0000000
sample estimates:
probability of success
0.9166667

Der Computer liefert den gleichen P-Wert wie in obigem Beispiel.
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Kapitel 4

Modelle und Statistik fiir
Messdaten

4.1 Lernziele

e Sie kennen Methoden der deskriptiven Statistik, konnen sie interpretieren
und folgende Groéssen ausrechnen: arithmetisches Mittel, Standardabwei-
chung, Varianz, Quantil, Median, Korrelation; Histogramm, Boxplot, em-
pirische kumulative Verteilungsfunktion, Normal-Plot, Streudiagramm.

e Sie kennen das Konzept der Wahrscheinlichkeitsdichte und der kumula-
tiven Verteilungsfunktion; Sie kennen die uniforme Verteilung, die Expo-
nentialverteilung und die Normalverteilung. Sie kénnen die Normalvertei-
lung standardisieren und mit der Tabelle fiir beliebige Normalverteilungen
Wabhrscheinlichkeiten ausrechnen.

e Sie konnen den Erwartungswert, Varianz und Quantil fiir linear transfor-
mierte Zufallsvariablen berechnen. Sie kénnen den Erwartungswert und
die Varianz fiir Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen und von Zu-
fallsvariablen mit vorgegebener Korrelation berechnen.

e Sie kennen das Gesetz der grossen Zahlen und das /n-Gesetz. Sie kennen
den Zentralen Grenzwertsatz und konnen ihn auf einfache Sachverhalte
anwenden.

e Sie kennen den Unterschied zwischen Standardabweichung einer Einzel-
beobachtung X; und dem Standardfehler.

e Sie konnen den z-, t- und Vorzeichen-Test fiir eine Stichprobe auf Papier
und Computer durchfiihren (einseitig und zweiseitig). Sie kénnen entschei-
den, ob ein einseitiger oder ein zweiseitiger Test angebracht ist. Sie kénnen
den Computeroutput eines t-Tests interpretieren (bei der Software R).

e Sie konnen den t-Test fiir zwei Stichproben auf Papier und Computer
durchfiihren (einseitig, zweiseitig; gepaart, ungepaart). Sie konnen ent-
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scheiden, ob ein einseitiger /zweiseitiger und gepaarter/ungepaarter Test
angebracht ist. Sie konnen Computeroutputs eines t-Tests interpretieren
(bei der Software R).

e Sie wissen, dass es den Vorzeichen-Test (evtl. auch den Wilcoxon-Test)
als Alternative zum t-Test gibt.

4.2 Einleitung

In vielen Anwendungen hat man es nicht mit Z&hl-, sondern mit Messdaten zu
tun, bei denen die Werte im Prinzip kontinuierlich sind. Zur Illustration be-
trachten wir zwei Datensétze. Beim ersten werden zwei Methoden zur Bestim-
mung der latenten Schmelzwirme von Eis verglichen. Wiederholte Messungen
der freigesetzten Wirme beim Ubergang von Eis bei —0.72° C zu Wasser bei
0° C ergaben die folgenden Werte (in cal/g):

Methode A | 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97 80.05 80.03
Methode A | 80.02 80.00 80.02
Methode B | 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 79.97

Obwohl die Messungen mit der grosstmoglichen Sorgfalt durchgefithrt und alle
Storeinfliisse ausgeschaltet wurden, variieren die Messungen von Fall zu Fall.
Wir werden diese Variationen innnerhalb der Messreihen als zufillig modellie-
ren, das heisst wir interpretieren diese Werte als Realisierungen von Zufallsva-
riablen. Wir werden dann die Frage beantworten, ob die Unterschiede zwischen
den Methoden ebenfalls als zuféllig angesehen werden kénnen, oder ob ein sy-
stematischer Unterschied plausibler ist, der auch in der ganzen Population, d.h.
in weiteren Messungen, bestehen bleibt. Im letzteren Fall werden wir dann noch
zusétzlich angeben, wie gross der systematische Unterschied etwa ist.

Im zweiten Beispiel wurde bei 11 Individuen die Aggregation von Blutpldttchen
vor und nach dem Rauchen einer Zigarette gemessen. Die folgenden Daten geben
den Anteil aggregierter Blutplittchen (in Prozent) nach einer Stimulation an.

Individuum | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Vorher 25 25 27 44 30 67 53 53 52 60 28
Nachher 27 29 37 56 46 82 57 8 61 59 43

Wieder variieren die Werte in einer nicht vorhersehbaren Art. Diesmal handelt
es sich jedoch weniger um Messfehler, sondern um Variation zwischen Indi-
viduen (vermutlich gidbe es auch noch eine gewisse Variation beim gleichen
Individuum, wenn der Test wiederholt wiirde). Die Aggregation bei diesen 11
Individuen ist meistens, aber nicht immer nach dem Rauchen hoéher, und die
Fragestellung lautet, ob es sich hier um einen zufilligen Effekt handelt, der auf
die spezifische Stichprobe beschrénkt ist, oder ob man dieses Resultat auf eine
grossere Population verallgemeinern kann. Im letzteren Fall méchte man wieder
angeben, wie gross die mittlere Zunahme etwa ist.
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4.3 Deskriptive Statistik (Stahel, Kap. 2 und 3.1, 3.2)

Bei einer statistischen Analyse ist es wichtig, nicht einfach blind ein Modell an-
zupassen oder ein statistisches Verfahren anzuwenden. Die Daten sollten immer
mit Hilfe von geeigneten grafischen Mitteln dargestellt werden, da man nur auf
diese Weise unerwartete Strukturen und Besonderheiten entdecken kann. Kenn-
zahlen konnen einen Datensatz grob charakterisieren. Im Folgenden werden die
Daten mit x1, ..., z, bezeichnet.

4.3.1 Kennzahlen
Haufig will man die Verteilung der Daten numerisch zusammenfassen. Dazu
braucht man mindestens zwei Kenngrossen, eine fiir die Lage und eine fiir die

Streuung. Die bekanntesten solchen Grossen sind das arithmetische Mittel fiir
die Lage,

n
_ 1
x:*E €I;
n -
=1

und die empirische Standardabweichung fiir die Streuung,

1 n
sp=Vvar =, | Zl(xl — )2
1=

(der Nenner n — 1, anstelle von n, ist mathematisch begriindet und hat die
Eigenschaft, dass kein “systematischer” Fehler auftritt).

Alternative Kenngrossen sind der Median als Lagemass und die Quartilsdif-
ferenz als Streuungsmass. Diese werden mit Hilfe von sogenannten Quantilen
definiert.

Quantile

Das empirische a-Quantil ist anschaulich gesprochen der Wert, bei dem « X
100% der Datenpunkte kleiner und (1 — ) x 100% der Punkte grosser sind.

Zur formalen Definition fithren wir die geordneten Werte ein:

Das empirische a-Quantil ist dann gleich

1
i(x(an) + T(ant1)) falls a-n eine ganze Zahl ist,

1
x () wobei k = an + B gerundet auf eine ganze Zahl; falls o - n keine ganze Zahl ist.
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Der (empirische) Median ist das empirische 50%-Quantil: d.h., es markiert die
“mittlere” Beobachtung, wenn die Daten sortiert wurden. Es ist also ein Mass
fiir die Lage der Daten.

Die Quartilsdifferenz ist gleich
empirisches 75%-Quantil — empirisches 25%-Quantil

und ist ein Streuungsmass fiir die Daten.

Median und Quartilsdifferenz haben den Vorteil, dass sie robust sind: das heisst,
dass sie viel weniger stark durch extreme Beobachtungen beeinflusst werden
konnen als arithmetisches Mittel und Standardabweichung.

Beispiel: Messung der Schmelzwéirme von Eis mit Methode A

Das arithmetische Mittel der n = 13 Messungen ist T = 80.02 und die Stan-
dardabweichung ist s, = 0.024. Ferner ist fiir n = 13 0.25n = 3.25, 0.5n = 6.5
und 0.75n = 9.75. Damit ist das 25%-Quantil gleich z(y) = 80.02, der Median
gleich z(7) = 80.03 und das 75%-Quantil gleich z(10) = 80.04. Wenn bei der
grossten Beobachtung (zg = 80.05) ein Tippfehler passiert wire und xzg = 800.5
eingegeben worden wire, dann wire T = 135.44 und der Median nach wie
vor X7y = 80.03. Das arithmetsiche Mittel wird also durch Verdnderung einer
Beobachtung sehr stark beeinflusst, wihrend der Median gleich bleibt - er ist
“robust”.

Korrelation und empirische Korrelation

Die gemeinsame Verteilung von abhéngigen Zufallsvariablen X und Y ist i.A.
kompliziert, und man begniigt man sich oft mit einer vereinfachenden Kennzahl
zur Beschreibung der Abh#ngigkeit. Die Kovarianz und Korrelation zwischen
X und Y sind wie folgt definiert:

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y —uy)] (Kovarianz)
Corr(X,Y) = pxy = Cov(X,Y)/(oxoy) (Korrelation),

wobei ox = 4/Var(X), und analog fiir oy.

Die Korrelation pxy ist eine dimensionslose, normierte Zahl
mit Werten pxy € [-1,1].

Die Korrelation misst Starke und Richtung der linearen Abh#ngigkeit zwi-
schen X und Y. Es gilt

Corr(X,Y) = +1 genau dann wenn Y = a + bX fiir ein a € R und ein b > 0,
Corr(X,Y) = —1 genau dann wenn Y = a + bX fiir ein a € R und ein b < 0.

Uberdies gilt:

X und Y unabhingig = Corr(X,Y)=0. (4.1)
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Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Fiir die numerische Zusammenfassung der Abhingigkeit ist die empirische
Korrelation r (oder auch mit p bezeichnet) am gebréuchlichsten:

s, S -Dw-7)

r=—"% s,
SzSy Y n—1

Die empirische Korrelation ist eine dimensionslose Zahl zwischen -1 und +1.
Das Vorzeichen von r misst die Richtung und der Betrag die Stérke des li-
nearen Zusammenhangs zwischen den beiden Variablen. Man sollte jedoch nie
r berechnen, ohne einen Blick auf das Streudiagramm zu werfen, da ganz ver-
schiedene Strukturen den gleichen Wert von r ergeben kénnen. Siehe dazu Abb.
4.1.

-1.0

1.0 0.8 0.4 0.0

Abbildung 4.1: Es sind 21 verschiedene Datensitze dargestellt, die je aus vielen
Beobachtungspaaren (x,y) bestehen. Fiir jedes Paar wurde ein Punkt gezeich-
net. Uber jedem Datensatz steht jeweils die zugehdrige empirische Korrelation.
Bei perfektem linearen Zusammenhang, ist die empirische Korrelation 41, -1
oder 0 (je nachdem ob die Steigung positiv, negativ oder null ist; siche zwei-
te Zeile). Je mehr die Punkte um den linearen Zusammenhang streuen, desto
kleiner wird der Betrg der empirischen Korrlation (siehe erste Zeile). Da die
empirische Korrelation nur den [linearen Zusammenhang misst, kann es einen
Zusmmenhang zwischen den beiden Variablen x und y geben, auch wenn die
empirische Korrelation null ist (siehe unterste Zeile).

Standardisierung

Durch Verschiebung und Skalierung der Werte kann man erreichen, dass zwei
oder mehrere Datensédtze die gleiche Lage und Streuung haben. Insbesondere
kann man einen Datensatz so standardisieren, dass das arithmetische Mittel
gleich Null und die Standardabweichung gleich 1 ist. Dies erreicht man mittels
der linear transformierten Variablen
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Alle Aspekte einer Verteilung, die bei einer Verschiebung oder Skalierung unver-
dndert bleiben, machen die Form der Verteilung aus. Dazu gehort insbesondere
die Schiefe (Asymmetrie) der Verteilung, fiir die es auch Kennzahlen gibt.

4.3.2 Grafische Methoden

Einen Uberblick iiber die auftretenden Werte ergibt das Histogramm. Es gibt
verschiedene Arten von Histogrammen; wir behandeln nur die gebréuchlichste.
Um ein Histogramm zu zeichnen, bildet man Klassen konstanter Breite und
z&hlt, wie viele Beobachtungen in jede Klasse fallen. Dann zeichnet man fiir
jede Klasse einen Balken, dessen Hohe proportional zur Anzahl Beobachtungen
in dieser Klasse ist.!

Verteilung der Punkte in einem IQ-Test

40

30
|

Anzahl Personen

10
|

[ T T T 1
60 80 100 120 140

Punkte im 1Q-Test

Abbildung 4.2: Histogramm von dem IQ-Test Ergebnis von 200 Personen. Die
breite der Klassen wurde als 10 IQ-Punkte festgelegt und ist fiir jede Klasse
gleich. Die Hohe der Balken gibt die Anzahl Personen an, die in diese Klasse
fallen. Z.B. fallen ca. 12 Personen in die Klasse zwischen 120 und 130 1Q-
Punkten.

Beim Bozplot hat man ein Rechteck, das vom empirischen 25%- und vom 75%-
Quantil begrenzt ist, und Linien, die von diesem Rechteck bis zum kleinsten-
bzw. grossten “normalen” Wert gehen (per Definition ist ein normaler Wert
hochstens 1.5 mal die Quartilsdifferenz von einem der beiden Quartile entfernt).
Zusétzlich gibt man noch Ausreisser durch Sterne und den Median durch einen
Strich an. Der Boxplot ist vor allem dann geeignet, wenn man die Verteilungen

!Eine andere, weit verbreitete Art des Histogramms erlaubt Klassen unterschiedlicher Brei-
te. Hier wird die vertikale Achse so gewihlt, dass die Fliche des Histogramms eins ist. Die
Fléche jedes Balkens ist proportional zur Anzahl Beobachtungen in der zugehorigen Klasse.
Auf diese Art kann man eine Wahrscheinlichkeitsdichte (siehe unten) schétzen.
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einer Variablen in verschiedenen Gruppen (die im allgemeinen verschiedenen
Versuchsbedingungen entsprechen) vergleichen will; siehe Abbildung 4.3.
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Abbildung 4.3: Boxplots fiir die zwei Methoden zur Bestimmung der
Schmelzwéirme von Eis.

Die empirische kumulative Verteilungsfunktion F,(-) ist eine Treppenfunktion,
die links von z(1) gleich null ist und bei jedem x(;) einen Sprung der Hohe %
hat (falls ein Wert mehrmals vorkommt, ist der Sprung ein Vielfaches von 1).
In andern Worten:

1
F,(x) = EAnzahl{i | z; < z}.

Abbildung 4.4 zeigt die empirische kumulative Verteilungsfunktion fiir die Mes-
sungen der Schmelzwiarme von Eis mit Methode A.

]

Empirische Verteilungsfunktion
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

T T T T T T T T T
79.97 79.98 79.99 80.00 80.01 80.02 80.03 80.04 80.05
Methode A

Abbildung 4.4: Empirische kumulative Verteilungsfunktion der Messungen der
Schmelzwéirme von Eis mit Methode A.

Mehrere Variablen

Wenn wir bei jeder Versuchseinheit zwei verschiedene Grossen messen, d.h.
wenn die Daten von der Form (x1,y1),. .. (2n, yn) sind, interessiert man sich in
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erster Linie fiir die Zusammenhénge und Abhéngigkeiten zwischen den Varia-
blen. Diese kann man aus dem Streudiagramm ersehen, welches die Daten als
Punkte in der Ebene darstellt: Die i-te Beobachtung entspricht dem Punkt mit
Koordinaten (x;,y;). Die Abbildung 4.5 zeigt das Streudiagramm fiir die Werte
“vorher” und “nachher” bei der Blutplattchen-Aggregation. Man sieht einen kla-
ren monotonen Zusammenhang, Individuen haben also eine Tendenz zu starker,
bzw. schwacher Aggregation, unabhéingig vom Rauchen.

1 1
o

Werte nachher
25 30 3 40 45 50 55 60 65 70 75 80
1 1 1 1 1

o
o
T T T T T T T T T
25 30 35 40 45 50 55 60 65
Werte vorher

Abbildung 4.5: Streudiagramm der Blutplattchen-Aggregation vor und nach
dem Rauchen einer Zigarette.

4.3.3 Analogien zwischen Modellen und Daten

Zufallsvariablen und Verteilungen beschreiben die Population. Daten z1, ..., z,
interpretieren wir als Realisierungen von Zufallsvariablen X7, ..., X, (man kénn-
te auch die n Daten als n Realisierungen von einer Zufallsvariablen X inter-
pretieren; die Schreibweise mit mehreren Zufallsvariablen hat jedoch Vorteile,
siehe Abschnitt 4.6).

Aus Daten kénnen wir Riickschliisse auf die zugrunde liegende Verteilung zie-
hen. Insbesondere haben alle Griossen, die fiir Zufallsvariablen definiert sind, ein
Gegenstiick fiir Datensétze geméss folgender Tabelle. Die empirischen Grossen
sind Schéatzungen fiir die theoretischen Grossen. Diese werden mit wachsendem
Stichprobenumfang n immer genauer.

Daten Population (Modell)

Histogramm

empirische kumulative Verteilungsfkt.
empirische Quantile

Arithmetisches Mittel

empirische Standardabweichung

Dichte

theoretische kumulative Verteilungsfkt.
theoretische Quantile

Erwartungswert

theoretische Standardabweichung.

Es ist jedoch wichtig, die Unterschiede zwischen den empirischen und theoreti-
schen Grossen zu verstehen: Mit Hilfe der Statistik werden wir quantifizieren,
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wie gross die Unsicherheit ist, wenn wir die theoretischen Gréssen mit Hilfe der
empirischen Grossen schétzen.

4.4 Stetige Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeits-
verteilungen (Stahel, Kap. 6.1 — 6.4, 11.2)

Eine Zufallsvariable X heisst stetig, wenn deren Wertebereich Wx kontinuierlich
ist; z.B. Wy =R, RT oder [0, 1].

Konvention: Um bei einem Intervall zu notieren, ob die Grenzen innerhalb
oder ausserhalb des Intervalls sein sollen, verwenden wir eckige und runde Klam-
mern. Bei einer runden Klammer ist der Wert ausserhalb des Intervalls, bei
einer eckigen Klammer ist der Wert innerhalb des Intervalls. Das Intervall (a, b]
beschreibt also alle Punkte x mit £ > a und x < b.

In Kapitel 2.4 hatten wir gesehen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer
diskreten Zufallsvariablen beschrieben werden kann, indem man die “Punkt”-
Wahrscheinlichkeiten P(X = z) fiir alle moglichen = im Wertebereich angibt.
Fiir eine stetige Zufallsvariable X gilt jedoch:

P(X =) =0 fiir alle z € Wx.

Dies impliziert, dass wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X nicht mittels
der Angaben von “Punkt”-Wahrscheinlichkeiten beschreiben kénnen.

Beispiel: Diesen Sachverhalt kann man intuitiv einfach an einem Beispiel ver-
stehen. Angenommen, wir haben eine Zufallsvariable X, die jeden Wert aus
der diskreten Menge Wy = {0, 1,2, ...,8,9} mit gleicher Wahrscheinlichkeit an-
nimmt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen konkreten
Wert = (denken Sie z.B. an z = 3) aus dem Bereich Wy annimmt, ist also
P[Xy=2z] = %, weil Wy aus zehn Elementen besteht. Jetzt vergrossern wir die
diskrete Menge, indem wir jede Zahl auf eine Nachkommastelle genau angeben:
Wy = {0.0,0.1,0.2,...,9.8,9.9}. Die Zufallsvariable X; nimmt jeden Wert aus
W1 mit gleicher Wahrscheinlichkeit an; also ist P[X; = x| = Wlov weil W7 aus
hundert Elementen besteht. Konkret ist also auch P[X; = 3.0] = ﬁ. Wenn
man noch eine Nachkommastelle hinzufiigt, erhélt man eine Menge aus tau-
send Elementen und die Wahrscheinlichkeit ein bestimmtes Element zufillig
zu ziehen (z.B. die Zahl 3.00) ist nur noch 1g55. Wenn wir diese Entwicklung
fortsetzen, kommen wir zu folgender Regel: Wenn jede der Zahlen zwischen 0
und kleiner als 10 mit ¢ Nachkommastellen mit gleicher Wahrscheinlichkeit ge-
zogen wird, ist die Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Zahl zu ziehen nur 101‘%'
Wenn wir unendlich viele Nachkommastellen zulassen, wird aus der diskreten
Menge die kontinuierliche Menge Wo, = [0,10]. Entsprechend ist die Wahr-
scheinlichkeit ein bestimmtes Element aus dieser Menge, das auf unendlich viele
Nachkommastellen genau bestimmt ist, zu ziehen gleich P[Xoo = 2] = L = 0.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsvariablen X kann je-
doch beschrieben werden, indem man die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Inter-
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valle (a,b] (a < b) angibt:
P(X € (a,b]) = P(a < X <b).

Dazu geniigt es, die kumulative Verteilungsfunktion F(x) = P(X < x) anzuge-
ben, denn es gilt

P(a < X <b) = F(b) — F(a).

Zusammenfassend heisst dies, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer ste-
tigen Zufallsvariablen X durch die kumulative Verteilungsfunktion beschrieben
werden kann.

Weil fiir stetige Zufallsvariablen P(X = a) = P(X = b) = 0, spielt es keine
Rolle, ob wir < oder < schreiben. Obige Formeln sind jedoch auch richtig fiir
diskrete Zufallsvariable.

4.4.1 (Wahrscheinlichkeits-)Dichte

Fiir stetige Zufallsvariablen kénnen wir einen analogen Begriff zur “Punkt”-
Wabhrscheinlichkeit P(X = x) fiir diskrete Variablen mit Hilfe der Ableitung

gewinnen.

Die (Wahrscheinlichkeits-)Dichte f(-) ist definiert als Ableitung der kumulativen
Verteilungsfunktion:

f(z) = F'().
Damit erhalten wir folgende Interpretation:
Pz < X <z+h)=hf(z) falls h klein ist.

Die Begriindung dafiir ist:

Plx<X<z+h) F(zx+h)—F(x)

. = S22 s w)

wobei die letzte Approximation aus der Definition einer Ableitung folgt.

Aus der Dichte kann man die kumulative Verteilungsfunktion zuriickgewinnen:
F@) = [ sy

(weil F' eine Stammfunktion von f ist und F'(—oo) = 0). Ausserdem gelten die
folgenden Eigenschaften:

1. f(z) >0 fir alle x (da F(-) monoton wachsend ist)

2. Pla< X <b)=F(b)—Fl(a)= fab f(z)dz (Fliche zwischen a und b unter
f(x))

3. [ f(z)de =1 (wegen 2.)
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4.4.2 Kennzahlen von stetigen Verteilungen

Der Erwartungswert £(X) und die Standardabweichung ox einer stetigen
Zufallsvariablen X haben dieselbe Bedeutung wie im diskreten Fall in Kapitel
2.6: Der Erwartungswert beschreibt die mittlere Lage der Verteilung und die
Standardabweichung deren Streuung. Die Formeln ergeben sich, indem wir beim
diskreten Fall P(X = z) durch f(z)dz und die Summe durch ein Integral
ersetzen:

ex) = [ afa,
Var(X) = £((X — £(X))?) = /Oo (x — E(X))*f(x)dx, ox = +/Var(X).

—00

Die Quantile ¢(«) (0 < a < 1) einer Zufallsvariablen X, bzw. deren Verteilung,
sind wie folgt definiert:

P(X <q(a)) = a.
Das heisst:
F(g(a)) = a & g(a) = F~'(a).

Dies kann auch so interpretiert werden, dass g(a) der Punkt ist, so dass die
Fliche von —oo bis ¢(«) unter der Dichte f(-) gleich « ist. Siehe auch Abbildung
4.6. Das 50%-Quantil heisst der Median.

4.5 Wichtige stetige Verteilungen (Stahel, Kap. 6.2, 6.4, 6.5,
11.2)

Im diskreten Fall haben wir die Binomial- und Poissonverteilung als diskre-
te Verteilungen kennengelernt. In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten
stetigen Verteilungen kennenlernen.

Wir haben in Kapitel 4.4 gesehen, dass wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
einer stetigen Zufallsvariablen mit der kumulativen Verteilungsfunktion F(-)
oder der Dichte f(-) charakterisieren kénnen.

4.5.1 Uniforme Verteilung

Die Uniforme Verteilung tritt als Formalisierung der volligen “Ignoranz” auf.

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wx = [a, b] heisst Uniform([a, b]) ver-
teilt, falls

fallsa <z <b
sonst

o ={ 5
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f(x)

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
F(x)

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12

T T T T T T T T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 3.0 35 40
X X

Abbildung 4.6: Ilustration des 70%-Quantils ¢(0.7). Links ist die Dichte ge-
zeichnet (Es handelt sich um eine Exponentialverteilung) (links von = = 0 ist
die Dichte gleich null). Die vertikale Linie wurde so gewihlt, dass links von ihr
die Fliche unter der Kurve gleich 0.7 ist. Dort, wo die vertikale Linie die x-Achse
trifft, ist per Definition das 70%-Quantil. In diesem Fall ist das 70%-Quantil also
etwa 1.2. Auf der rechten Seite ist die kumulative Verteilungsfunktion gezeigt.
Auch mit dieser Abbildung kann man sehr leicht das 70%-Quantil bestimmen:
Wir suchen den Wert von x, bei dem die kumulative Verteilungsfunktion gleich
0.7 ist. Das Ergebnis ist wie vorhin etwa 1.2.

Die Dichte ist also konstant auf dem Intervall [a, b]. Das heisst, dass die gleiche
Wahrscheinlichkeit vorliegt auf dem ganzen Wertebereich Wx = [a, b], deshalb
der Name “uniform”.

Die zugehorige kumulative Verteilungsfunktion ist

0 falls x < a
F(z) = = fallsa <z <b

a

1 falls z > b

Fiir X ~ Uniform([a, b]) sind die Kennzahlen wie folgt:

£(X) = a—i—b7

2
(b—a)? b—a
g s O'X f— .
12 V12

Var(X)

4.5.2 Exponential-Verteilung

Die Exponential-Verteilung ist das einfachste Modell fiir Wartezeiten auf Aus-
falle.
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Beispiel: Ionenkanéle

In Membranen von Muskel- und Nerven-Zellen gibt es viele Kanéle durch die Io-
nen fliessen kénnen, falls der Kanal offen ist. Simple kinetische Modelle motivie-
ren, dass die Offenzeit eines Kanals mit der Exponential-Verteilung modelliert
werden kann.

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wx = R = [0, c0) heisst Exponential-
verteilt mit Parameter A € RT (X ~ Exp())) falls

| Xexp(—Azx), fallsxz >0
fle) = { 0 sonst

Die zugehorige kumulative Verteilungsfunktion ist

1—e ™ fallsz >0
Fa) = { 0 falls z < 0

Die Dichte und kumulative Verteilungsfunktion fiir A = 1 sind in Abbildung 4.6
zu sehen.

Fiir X ~ Exp(\) sind die Kennzahlen wie folgt:
1

E(X) =+

(X)=1.

Var(X) = —, ox =

1
A2’ x

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen der Exponential- und Poisson-
Verteilung: Wenn die Zeiten zwischen den Ausfillen eines Systems Exponential(A)-

verteilt sind, dann ist die Anzahl Ausfille in einem Intervall der Lénge ¢ Poisson(At)-
verteilt.

4.5.3 Normal-Verteilung (Gauss-Verteilung)

Die Normal-Verteilung (manchmal auch Gauss-Verteilung genannt) ist die hiu-
figste Verteilung fiir Messwerte.

Beispiel: Zufillige Messfehler; Summe von unabhéngigen, gleichverteilten Zu-
fallsvariablen (wegen des Zentralen Grenzwertsatzes, sieche Kap. 4.6.2)

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wx = R heisst Normal-verteilt mit
Parametern p € R und o2 € Rt (in Formeln X ~ N (u,0?)) falls

Fa) = —— exp (—("“‘)) .

oV 2w 202

Die zugehorige kumulative Verteilungsfunktion F'(x) = ffoo f(y)dy ist nicht ex-
plizit darstellbar mit Standardfunktionen wie exp(z), log(z) etc. Deshalb wer-
den die Werte tabelliert. Auf den ersten Blick kénnte man meinen, dass man
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fiir jede Kombination von (u, o?) eine eigene Tabelle benétigt. Im néichsten Ab-
schnitt werden wir aber sehen, dass es geniigt nur eine einzige Tabelle (ndmlich
die fiir die Standardnormalverteilung) anzufertigen.

Fiir X ~ AN (u,0?) sind die Kennzahlen wie folgt:
E(X) = p,
Var(X) = 02, ox =o0.
Das heisst, dass die Parameter p und o eine natiirliche Interpretation als Er-

wartungswert und Varianz der Verteilung haben. Drei Normalverteilungen mit
verschiedenen Werten von p und ¢ sind in Abbildung 4.7 dargestellt.

o

i
S

08 09

0.7

0.6

f(x)

F(x)
0.5

0.4

0.2

0.1

0.0

Abbildung 4.7: Dichten (links) und kumulative Verteilungsfunktionen (rechts)
der Normalverteilungen mit 1 = 0,0 = 0.5 (ausgezogen), u = 0,0 = 2 (gestri-
chelt) und o = 3,0 = 1 (Strich-Punkte).

Die Standard-Normalverteilung

Die Normal-Verteilung mit 4 = 0 und 02 = 1 heisst Standard-Normalverteilung.
Deren Dichte und kumulative Verteilungsfunktion werden wie folgt bezeichnet:

Die Werte von ®(-) sind in Kapitel 6 tabelliert.

Beispiel: Sei Z ~ N(0,1). Mit der Tabelle kann man folgende Fragen beant-
worten.

e Was ist P[Z < 1.13]? Wir lesen in der Zeile, in der 1.1 und in der Spalte,
in der 0.03 steht: P[Z < 1.13] = ®(1.13) = 0.8708.
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e Fiir welchen Wert von z ist ®(z) = 0.79107 Anders gefragt: Was ist
®=1(0.7910)? Wir durchsuchen die Tabelle nach der Zahl 0.7910. Wir fin-
den sie in der Zeile 0.8 und in der Spalte 0.01. Also ist ®~1(0.7910) = 0.81.

e Wasist P[Z < —0.2]7 In der Tabelle sind keine negativen Werte von z auf-
gefithrt. Weil die Standardnormalverteilung um null herum symmetrisch
ist, kann man die Frage trotzdem leicht beantworten: Die Fléche links von
—0.2 ist wegen der Symmetrie genau so gross wie die Fliache rechts von
0.2. D.h., P[Z < —0.2] = P[Z > 0.2]. Die Fliche rechts von 0.2 kann man
umschreiben? mit P[Z > 0.2] =1 — P[Z < 0.2] =1 — P[Z < 0.2]. In der
Tabelle finden wir P[Z < 0.2] = ®(0.2) = 0.5793. Das Ergebnis ist also
P[Z < —-0.2] =1 —0.5793 = 0.4207.

Wir werden unten sehen, dass eine Normal-Verteilung N (p, o) immer in ei-
ne Standard-Normalverteilung transformiert werden kann. Deshalb geniigen
die Werte von ®(-), um Wahrscheinlichkeiten und Quantile einer allgemeinen
N (u, 0?)-Verteilung zu berechnen und man muss nicht fiir jede Kombination
von (u,0?) eine eigene Tabelle anfertigen.

4.5.4 Funktionen einer Zufallsvariable

Wenn g : R — R eine Funktion von R nach R und X eine Zufallsvariable ist,
dann ist die Zusammensetzung

Y = g(X),

eine neue Zufallsvariable. Die Zusammensetzung bedeutet einfach, dass zu jeder
Realisierung x von X die Realisierung y = g(x) von Y gehort. Solche Transfor-
mationen treten hiufig auf.

Die kumulative Verteilungsfunktion und die Dichte von Y sind im Prinzip durch
die Verteilungsfunktion und die Dichte von X bestimmt. Die Berechnung kann
aber je nach Eigenschaften von g kompliziert sein. Fiir den Erwartungswert gilt
jedoch stets die folgende Formel

ev) = £lo(x) = [ " g(@) fx (@)da.

—00
Im Folgenden werden wir einige wichtige Spezialfiille diskutieren.

Lineare Transformationen

Wir betrachten hier zuerst den Fall einer linearen Transformation

g(x) =a+bzx (a, beR).

*Erinnern Sie sich daran, dass bei einer stetigen Variable X gilt: P[X = x] = 0. Daher ist
bei einer stetigen Variable P[X < z] = P[X < z].
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Fir Y =a + bX gilt dann

EY)=E(a+bX)=a+bE(X),
Var(Y) = Var(a + bX) = b? Var(X), oy = |blox. (4.2)

Die erste Gleichung folgt aus

o0

EY) = E(a—l—bX):/_ (a+bm)fx(x)d:n:a/_oo fX(x)d:B+b/_oo xfx(x)dx

= a-14+b-E&(X)=a+bEX).

Die zweite Geleichung folgt aus der Definition der Varianz und aus der ersten
Gleichung:

Var(Y) = Var(a+bX) =€ ((a+bX — £(a+bX))?) =
E((a+bX — (a+bE(X)))?) =€ (P*(X - £(X))?) =
= M E((X —&(X))?) = b* Var(X)

Durch Ziehen der Wurzel erhélt man fiir die Standardabweichung oy =b-ox.
Uberdies gelten fiir b > 0:

a — Quantil von Y = gy (o) = a + bgx (a),
=35 (5°) (4.3

Beispiel: Wir haben eine Temperatur in Grad Celsius gemessen und kennen die
Standardabweichung des Messfehlers auf dieser Skala: o = % Grad Celsius.
Fiir einen Bericht, der im englischsprachigen Raum gelesen werden soll, wollen
wir die Temperatur aber nicht in Grad Celsius, sondern in Grad Fahrenheit an-
geben. Wie gross ist die Standardabweichung o des Messfehlers, wenn wir die
Temperatur in Grad Fahrenheit angeben? Die Temperatur 7, in Grad Celsius
kann man folgendermassen in die Temperatur Tr in Grad Fahrenheit umrech-
nen: Tp = % - To 4 32. Daher ist die Standardabweichung in Grad Fahrenheit
or=foc =43 =1
Beispiel: Wenn X ~ N(u,0), dann ist Y = g(X) ~ N (a + by, b%0?), denn nach
der Regel (4.3) gilt
_ 1 (y —a—bp)?
fr(y) = mexf) <_20262> .

Eine linear transformierte Normalverteilung ist also wiederum eine Normalver-
teilung. Diese Eigenschaft, dass man mit linearen Transformationen innerhalb
der Verteilungs-Klasse bleibt ist eine spezielle Eigenschaft der Normalverteilung
und im Allgemeinen nicht richtig.
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Standardisieren einer Zufallsvariablen

Wir kénnen X immer linear transformieren, so dass die transformierte Zufalls-
variable Erwartungswert = 0 und Varianz = 1 hat. Dies geschieht wie folgt:
betrachte die lineare Transformation

—E(X X 1
g(x) = z = E(X) :_5( )+—:c:a+bx
ox ox ox
mit a = —50(,;() und b = é Damit bilden wir die transformierte Zufallsvariable
X —-&(X
7= gx)= X=8X)
ox

Mit Hilfe der Regeln in (4.2) gilt dann: £(Z) =0, Var(Z) = 1.

Falls X ~ N (p,0?), so ist die standardisierte Zufallsvariable wieder normalver-
teilt, wie wir im obigen Beispiel gesehen haben, hat nun aber Erwartungswert
null und Varianz eins. Man erhélt also die Standard-Normalverteilung:

_X—p

g

Z ~ N(0,1).

Damit lassen sich Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige Normalverteilungen mit
Hilfe der Standard-Normalverteilung berechnen. Es reicht daher, wenn man
nur die Werte der Standard-Normalverteilung tabelliert.

Beispiel 1: Sei X ~ N (p,0?) mit = 2 und o2 = 4. Berechne P(X < 5)!

mxgazpf;“g5;%:pwgigﬁngglm:¢um:a%

Beispiel 2: Sei X ~ N (p,0?) mit = 2 und 02 = 4. Berechne P(X > 5)!

P(X>5)=1-P(X<5)=1-®(1.5)=1—-0.93=0.07

Beispiel 3: Sei X ~ N(p,0?) mit 4 = 2 und 02 = 4. Wie gross ist das 90%
Quantil v von X7

P(X <v)=09
= Pz<TFy—o09
o
— 1
= ¢ =0.9
(At
Aus der Tabelle entnehmen wir, dass 1£ = 1.28. Auflosen nach ~ ergibt:

y=p+1.280=2+1.28-2=456
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Beispiel 4: Sei X ~ N (p,0?) mit = 2 und 02 = 4. Berechne P(|X| < 2)!

P(X|<2) = P(-2<X<2)=P(X<2) —P(X<-2) =
= Pz< ) Pz< ) =P(Z<0) - P(Z<-2) =
— B(0) — D(—2) = B(0) — (1 — B(2)) = 0.5 — (1 — 0.97) =

= 0.5-0.03=047.

Die Lognormal-Verteilung

Fiir positive Zufallsvariablen X wird oft die Logarithmus-Transformation ver-
wendet. Fiihrt diese Transformation auf eine Normalverteilung, dann heisst X
Lognormal-verteilt. In andern Worten, wenn Y ~ A(u, 02), dann heisst X =
exp(Y’) Lognormal-verteilt mit Parametern ;1 € R und 0? € RT. Die Lognormal-
Verteilung ist nicht mehr symmetrisch und es gilt: £(X) = exp(u + 02/2) >
exp(£(Y)).

4.5.5 Uberpriifen der Normalverteilungs-Annahme

Oft wollen wir iiberpriifen ob eine Verteilung ein brauchbares Modell fiir einen
Datensatz darstellt. Das heisst, wir wollen iiberpriifen, ob ein Datensatz x1, ..., z,
als Realisierungen von einer Zufallsvariablen X mit einer Modell-Verteilung
(z.B. mit einer kumulativen Verteilungsfunktion F'(-)) aufgefasst werden kann.

Im Prinzip kann man das Histogramm der empirischen Daten mit der Dichte
der Modell-Verteilung vergleichen. Oft sieht man aber die Abweichungen oder
Ubereinstimmungen besser, wenn man stattdessen die Quantile benutzt.

Q-Q Plot

Die Idee des Q-Q-Plot (Quantil-Quantil Plot) ist die empirischen Quantile gegen
die theoretischen Quantile der Modell-Verteilung zu plotten. Konkret: plotte
fir « = 0.5/n,1.5/n,..., (n — 0.5)/n die theoretischen Quantile der Modell-
Verteilung ¢(a) auf der x-Achse gegen die empirischen Quantile, welche den
geordneten Beobachtungen x(;) < x[g < ... < x|, entsprechen, auf der y-Achse.
Wenn die Beobachtungen geméss der Modell-Verteilung erzeugt wurden, sollten
diese Punkte ungefihr auf der Winkelhalbierenden y = x liegen.

Normal-Plot

Meist will man nicht eine spezifische Verteilung, sondern eine ganze Klasse von
Verteilungen priifen, also zum Beispiel die Klasse der Normalverteilungen mit
beliebigem p und o.
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Ein Q-Q Plot, bei dem die Modell-Verteilung gleich der
Standard-Normalverteilung A(0, 1) ist heisst Normal-Plot.

Falls die Daten Realisierungen von X ~ N (u,0?) sind, so gilt fiir die Quantile
von X:

4(@) = p+ 0 (a),

siehe (4.3). Wenn man also einen Normal-Plot macht, so sollten die Punkte im
Normal-Plot ungefihr auf der Geraden mit Achsenabschnitt y und Steigung o
liegen.

Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

2
60
1

40

0
|

Sample Quantiles
0
1
Sample Quantiles
2
1

-40 -20
)

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

Abbildung 4.8: Links: Normal-Plot fiir 50 Realisierungen von A/(0, 1). Die Punk-
te liegen auf einer Geraden. Rechts: Normal-Plot fiir 50 Realisierungen von
Cauchy-Verteilung (sehr langschwinzig). Die Punkte liegen nicht auf einer Ge-
raden.

Abbildung 4.8 zeigt zwei Normal-Plots: einmal ist die Daten-generierende Ver-
teilung eine Normal-Verteilung. Die Punkte liegen in etwa auf einer Geraden.
Das andere mal sind die Daten von einer sehr langschwénzigen Verteilung er-
zeugt worden. Hier liegen die Punkte gar nicht auf einer Geraden.

Natiirlich liegen die Punkte in einem Normal-Plot nicht perfekt auf einer Gera-
den. Damit Sie ein Gefiihl dafiir bekommen, was eine akzeptable Abweichung
von der Geraden ist, sind in Abb. 4.9 die Normal-Plots von neun Datensétzen (je
50 Beobachtungen) gezeigt, die alle von einer Standard-Normalverteilung simu-
liert wurden. Abweichungen in dem Mass wie sie dort zu sehen sind, kann man
also erwarten, wenn die Daten tatséchlich von einer Normalverteilung stammen.
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Abbildung 4.9: Normal-Plots von neun Datensiitzen (je 50 Beobachtungen),
die alle von einer Standard-Normalverteilung simuliert wurden. Abweichungen
von einer Geraden in diesem Ausmass sind also zu erwarten, wenn die Daten
wirklich normalverteilt sind. Falls die Abweichung von einer Geraden deutlich
grosser ist, sind die Daten wohl nicht normalverteilt.

4.6 Funktionen von mehreren Zufallsvariablen
(Stahel, Kap. 6.8 — 6.11)

In Kapitel 4.5.4 haben wir untersucht, wie die Funktion einer Zufallsvariable ver-
teilt ist. In den meisten Anwendungen hat man es nicht mit einer, sondern mit
mehreren Zufallsvariablen zu tun. Ublicherweise misst man die gleiche Grosse
mehrmals (man hat mehrere Individuen, oder man wiederholt die Messungen).
In diesem Kapitel untersuchen wir, wie eine Funktion mehrerer Zufallsvariablen
verteilt ist.

Die Messungen x1,x2,...,Z, fassen wir als Realisierungen der Zufallsvaria-
blen Xi,...,X,, auf. Diese Auffassung ist oft bequemer als die Interpretati-
on, dass die Messungen n unabhingige Realisierungen einer Zufallsvariablen
X sind. Oft sind wir an Funktionen der Messwerte z1,xo, ..., T, interessiert:
y = g(z1,...,x,) wobei g : R" — R. Wenn x1, 9, ...,x, Realisierungen der
Zufallsvariablen X1, ..., X, sind, dann ist y eine Realisierung der Zufallsvaria-
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ble
Y =9(X1,...,X,).

Wir betrachten hier vor allem die Funktion ”arithmetisches Mittel”

Das arithmetische Mittel der Daten ), ist also eine Realisierung der Zufallsva-
riablen X,,.

Wir sind an der Verteilung der Zufallsvariablen X,, interessiert: Die Kennt-
nis dieser Verteilung wird uns erlauben, Statistik aufgrund von arithmetischen
Mitteln von Daten zu machen.

4.6.1 Unabhangigkeit und i.i.d. Annahme

Oft treffen wir die Annahme, dass die Zufallsvariablen Xy, ..., X,, unabhin-
gig voneinander sind. Anschaulich heisst das, es gibt keine gemeinsamen Fak-
toren, die den Ausgang der verschiedenen Messungen beeinflussen, und kei-
ne “carry over” Ph&nomene von einer Messung zur néchsten. Die mathemati-
sche Definition lautet: X1, ..., X,, sind unabhingig, falls die Ereignisse {X; <
bi},...,{X, < b,} unabhingig sind fiir beliebige b1,...,b, € R.

Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhéingig sind und alle dieselbe Ver-
teilung haben, dann schreiben wir das kurz als

Xiy,..., X, iid

Die Abkiirzung i.i.d. steht fiir: independent, identically distributed. Wir wer-
den meistens mit dieser i.i.d. Annahme arbeiten. Welche Verteilung die X;’s
haben, lassen wir offen. Es kann, aber muss nicht eine Normalverteilung sein.

Die Unabhéngigkeit spielt eine Rolle bei den Regeln fiir Erwartungswerte
und Varianzen von Summen.

E(X1+ Xo) =E(X1) +E(X2)

gilt immer,

Var(X1 + X2) = Var(Xl) + Var(Xg)

jedoch nur, wenn X; und X, unabhéngig sind.

4.6.2 Kennzahlen und Verteilung von X,

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass

X1,..., X, 1i.d.  ~ kumulative Verteilungsfkt. F'.
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Wegen dem zweiten “i” in i.i.d. hat jedes X; dieselbe Verteilung und dieselben
Kennzahlen: £(X;) = u, Var(X;) = 0%.

Die Kennzahlen von X, folgen dann aus den allgemeinen Regeln fiir Erwar-
tungwert und Varianz von Summen:

g(yn) = M,
— 0'2 — g
Var(X,) = 7X o(X,) = 7)%
Die Standardabweichung von X,, heisst auch der Standard-Fehler des arith-
metischen Mittels.

Der Erwartungswert von X, ist also gleich demjenigen einer einzelnen Zufalls-
variablen X;, die Streuung nimmt jedoch ab mit wachsendem n. Fir n — oo
geht die Streuung gegen null. Es gilt das Gesetz der grossen Zahlen: Falls
Xi,...,X, iid., dann

Xp — u (n— 00).

Die Streuung des arithmetischen Mittels ist jedoch nicht proportional zu 1/n,
sondern nur zu 1/y/n. Das bedeutet, dass man fiir eine doppelte Genauigkeit
nicht doppelt so viele, sondern vier Mal so viele Messungen braucht. Diesen
Sachverhalt nennt man auch /n-Gesetz.
Die Verteilung von X, ist im allgemeinen schwierig anzugeben. Ein Spezialfall
ist der folgende:

'a g g{ P, 2

Xn ~ N(p,—=) falls Xq,..., X, iid. ~ N(u,0%).

n

Falls die einzelnen X;’s nicht normal-verteilt sind, so gilt erstaunlicherweise die
obige Verteilungs-Formel immer noch approximativ. Dies liefert der folgende
berithmte Satz. (Manchmal ist man an der Summe vieler Zufallsvariablen S,, =
>, X; interessiert, deshalb erwihne ich die Formel fiir S,, auch.)

Zentraler Grenzwertsatz: falls X;,..., X, iid., dann

yn N(:U’a O’%{/n),
S, =~ N(nw,no%).

Q

wobei die Approximation im Allgemeinen besser wird mit grosserem n. Uber-
dies ist auch die Approximation besser, je ndher die Verteilung von X; bei der
Normal-Verteilung N (u, 0% ) ist.

Beispiel: Wir ziehen n = 10 Zufallszahlen X;. Die zehn Zufallsvariablen sind
unabhénig und es gilt X; ~ Uniform([0, 1]) fiir jedes i. Wie gross ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Summe der Zufallszahlen Si¢ = Zgl grosser als Sechs
ist? D.h., wir suchen P[S19 > 6]. Aus Kapitel 4.5.1 wissen wir, wie man Erwar-
tungswert und Varianz von jedem X; berechnet: £(X;) = 0.5 und Var(X;) = 5.
Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt:

10

Sp~ N(n&(X;),nVar(X;)) = N(5, -

) = N (5,0.83)
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Damit kommen wir zu folgender Losung:
Sp—5 < 6—5

V0.83 ~ 1/0.83
= 1-®(1.1)=1-0.86=0.14

P(S,>6) = 1—-P(S,<6)=1-P(

)=1-P(Z<1.1)

Fiir eine exakte Formulierung des Zentralen Grenzwertsatzes betrachtet man
die standardisierte Zufallsvariable

Vi(Xn —p)

2D

Diese ist ungefihr N(0, 1) verteilt, was bedeutet, dass fiir alle x gilt

lim P(Z, <z)= ®(x).

n—o0

Der Zentrale Grenzwertsatz gilt auch fiir diskrete Zufallsvariablen X;. Im Fol-
genden leiten wir die Normalapproximation fiir den Binomialtest her, die wir in
Kapitel 3.2 schon mehrfach verwendet haben. Im Fall von n unabhingigen Wie-
derholungen eines bindren Experiments mit den beiden mdglichen Ergebnissen
"Erfolg”, bzw. "Misserfolg”, setzen wir X; = 1, falls die i-te Wiederholung ein
Erfolg ist, und X; = 0 falls die i-te Wiederholung ein Misserfolg ist. Diese X;
sind i.i.d. Bernoulli(r)-verteilt, wobei = die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg
bei einer Durchfiithrung ist (siehe Abschnitt 2.5). Erwartungswert und Varianz
von X; lassen sich somit leicht berechnen: F(X;) = 7, Var(X;) = n(1 — 7).
Das arithmetische Mittel X, ist dann nichts anderes als die relative Haufigkeit
der Erfolge. Gemiiss dem Zentralen Grenzwertsatz gilt X, ~ N (u, 0% /n) mit
p=mund 0% = m(1 — ). Damit kénnen wir die Wahrscheinlichkeit berechnen,
dass der Schitzer X, in der Nihe des wahren Parameters  liegt (die Rechnung
ist sehr dhnlich wie Beispiel 4 in Kapitel 4.5.4; versuchen Sie es nachzurechnen!
Eine Auflésung ist in Kap. 7.1):

P(X,—7|>¢) ~ 2-20 (Wﬁ) (4.4)
ox
Somit kénnen wir die Normalapproximation des Binomialtests durchfiih-
ren:
1. Modell: X: Anzahl Erfolge bei n Versuchen.
X ~ Bin(n,).

2. Nullhypothese: Hy : m = mg
Alternative: Hy : m # mg

3. Teststatistik: X,,: Anzahl Erfolge geteilt durch Anzahl Versuche.
Verteilung der Teststatistik unter Ho: X,, ~ N(u,0%/n) mit u =
o und UE( = mo(1 — mp)

4. Signifikanzniveau: «



66 Modelle und Statistik fiir Messdaten

5. Verwerfungsbereich: Wir miissen einen Wert fiir ¢ finden, sodass P(|X,,—
mo| > €) = « ist. Mit Gleichung (4.4) erhalten wir:

P(| X, —m| >¢) =«

o 2o (W) —a

(2D’

Der Verwerfungsbereich sind dann alle Werte ,, der Teststatistik X,,, die
in den Bereich

VWO(\an_ﬂ-O)(pl (1 _ g)

’fn - 7To| >

fallen.

6. Testentscheid: Priife, ob der beobachtete Wert Z,, der Teststatistik X,
in den Verwerfungsbereich fallt.

Beispiel: Wir haben eine Miinze n = 100 mal geworfen und 58 mal Kopf beob-
achtet. Ist es plausibel, dass es sich um eine faire Miinze handelt oder ist eine
von beiden Seiten bevorzugt? Wir kénnten nun einen Binomialtest durchfiih-
ren; zur Ubung, werden wir aber die Normalapproximation des Binomialtests
anwenden:

1. Modell: X: Anzahl Erfolge bei n = 100 Versuchen.
X ~ Bin(n, ).

2. Nullhypothese: Hy : m = myp = 0.5
Alternative: Hy : m # mg

3. Teststatistik: X,,: Anzahl Erfolge geteilt durch Anzahl Versuche.
Verteilung der Teststatistik unter Ho: X,, ~ N(u,0%/n) mit u =
mo = 0.5 und 0% = mo(1 — 1) = 0.5- 0.5 = 0.25

4. Signifikanzniveau: o = 0.05

5. Verwerfungsbereich: Aus der Tabelle sehen wir, dass ®~! (1 — %) =
®=1(0.975) = 1.96. Damit ergibt sich mit mp = 0.5:

mo(1 — 7o)
\/ﬁ

Der Verwerfungsbereich ist also:

1T, — 70| > o1 (1 - %) — 0.05 - 1.96 ~ 0.098

K = (—o0,my — 0.098] U [mg + 0.098, 00) = (—00,0.402] U [0.598, o)
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6. Testentscheid: Der beobachtete Wert der Teststatistik ist z,, = % =
0.58. Da dieser Wert nicht im Verwerfungsbereich der Teststatistik K =
(—00,0.402] U [0.598, 00) liegt, kann die Nullhypothese auf dem 5% Signi-

fikanzniveau nicht verworfen werden.3.

Sie fragen sich nun vermutlich, warum man eine Normalapproximation des
Binomialtests braucht, wenn man doch schon den eigentlichen Binomialtest
hat. Ist die Normalapproximation nicht iiberfliissig? Auf diese Frage gibt es
zwei Antworten. Erstens ist die Normalapproximation des Binomialtests nur
ein Anwendungsbeispiel des Zentralen Grenzwertsatzes. Man kann die Norma-
lapproximation auf sehr viele andere Tests/Sachverhalte anwenden, bei denen
ein Mittelwert oder eine Summe von Zufallszahlen vorkommen. Ich habe den
Binomialtest als Beispiel gewihlt, weil Sie schon die exakte Version des Tests
aus Kapitel 3.2 kennen und somit iiberpriifen kénnen, dass beide Tests wirklich
etwa das gleiche Ergebnis liefern®. Es gibt aber noch einen zweiten Grund. Bei
dem exakten Binomialtest muss man Wahrscheinlichkeiten der Form P(X < k)
(das ist die kumulative Verteilungsfunktion) ausrechnen, wobei X ~ Bin(n, 7).
Leider gibt es fiir die kumulative Verteilungsfunktion keine einfache Formel,
sodass man P(X < k) = Zle P(X = i) verwendet. Fiir grosse n kann das
schnell zu sehr vielen Summanden fithren und die Berechnung wird sehr auf-
wéndig (Versuchen Sie mal von Hand P(X < 250) mit X ~ Bin(500,0.02)
auszurechnen; da sind Sie schnell mal einen Tag lang beschéftigt.). Jetzt kon-
nen Sie sagen, dass in der Praxis der Computer diese Berechnung ja ausfiihren
kann. Da haben Sie natiirlich recht, aber bei grossen n bekommt selbst der
Computer Probleme: Erinnern wir uns, dass P(X = k) = (}) - 7*(1 — m)"7".
Wenn n gross und 7 klein ist, wird der erste Faktor riesig und der zweite Faktor
winzig. Das Produkt ergibt wieder eine Zahl zwischen 0 und 1. Weil Computer
Zahlen nur bis zu einer gewissen Grosse (etwa 10'8) abspeichern konnen, fithrt
eine naive Berechnung von P(X = k) auch mit dem Computer zu Problemen.
Hier wird die Normalapproximation (oder auch die Poissonapproximation) zur
guten Losung. Wer bis hierher gelesen hat, soll auch belohnt werden: In der Prii-
fung haben wir natiirlich keine Zeit, Sie einen exakten Binomialtest mit grossen
Zahlen durchfithren zu lassen. Entweder, die Zahlen sind klein oder die Zahlen
sind gross und wir wollen eine "geeignete Approximation” sehen, was dann die
Normalapproximation wére.

4.6.3 Verletzung der Unabhingigkeit

Was dndert sich, wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, nicht mehr unabhéngig
sind 7 Die Annahme der identischen Verteilung behalten wir bei, weil diese Zu-
fallsvariablen die Wiederholung von Messungen unter identischen Bedingungen

3Wir erhalten das gleiche Ergebnis wie mit dem Binomialtest in Kapitel 3.2
4Ganz genau gleich wird das Ergebnis natiirlich nicht sein, denn schliesslich verwenden wir
die Normalverteilung ja nur als Approzimation der wahren Verteilung der Teststatistik.
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modellieren sollen. Dann gilt

g(yn) = M,
2
Var(X,,) = %X 1+ % > (X X))

1<i<j<n

Dabei ist p(X;, X;) die Korrelation zwischen den Zufallsvariablen X; und Xj,
das theoretische Gegenstiick zur empirischen Korrelation in Abschnitt 4.3.2,
siehe auch Abschnitt 4.3.1:

COV(Xi, X])

p(Xi, Xj) = “oxox. Cov(Xy, Xj) = E((Xs — E(X3))(X; — E(X;)))-

Dies bedeutet, dass Abhéngigkeit zwischen den Messungen die Genauigkeit des
arithmetischen Mittels beeinflusst. Bei positiver Korrelation nimmt die Genau-
igkeit ab, bei negativer Korrelation kann sie auch zunehmen. Es ist daher wich-
tig, die Messungen so anzulegen, dass sie als unabhéingig angenommen werden
kénnen, wenn man die in den folgenden Kapiteln beschriebenen statistischen
Methoden anwenden will.

4.7 Statistik fiir eine Stichprobe (Stahel, Kap. 8.3 - 8.5, 9.3)

Wir betrachten Daten 1, . . ., z,, welche als Realisierungen von X1, ..., X, i.i.d.
aufgefasst werden. Zwei Kennzahlen der Zufallsvariablen X; sind: £(X;) = p
und Var(X;) = 0%. Typischerweise sind diese (und andere) Kennzahlen unbe-
kannt, und man méchte Riickschliisse aus den Daten dariiber machen.

Beispiel: Blutpldttchen-Aggregation (siche Abschnitt 4.2)

Die Blutplattchen-Aggregation ist ein Beispiel eines sogenannten gepaarten Ver-
gleichs, wo man bei jeder Versuchseinheit eine Grosse unter zwei verschiedenen
Bedingungen misst. Von Interesse ist, ob ein systematischer Unterschied beziig-
lich der Aggregation vor und nach dem Rauchen einer Zigarette besteht. Um
dies zu untersuchen bilden wir die Differenzen: x; = Aggregation “nachher” -
Aggregation “vorher” (i = 1,...,11), und wir haben somit eine (uns interessie-
rende) Stichprobe.

4.7.1 (Punkt-) Schitzungen

Die (Punkt-) Schétzungen fiir den Erwartungswert und die Varianz sind:
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Beachte dass die Schétzer hier als Funktionen der Zufallsvariablen X1q,..., X,
geschrieben sind: insbesondere sind j und 63( selbst wieder Zufallsvariablen
(die Verteilungs-Eigenschaften von ji wurden in Abschnitt 4.6 diskutiert). Mit
der Interpretation, dass die Daten x; Realisierungen der Zufallsvariablen X;
sind, sind die realisierten Schétzer gleich dem arithmetischen Mittel und der
empirischen Varianz der Daten.

4.7.2 Tests fiir p

Beispiel: Blutplidttchen-Aggregation (Forts.)

Wir wollen testen, ob ein systematischer Unterschied zwischen Aggregation
“nachher” und Aggregation “vorher” besteht. Da x; gerade die Differenz der
Aggregationen zwischen “nachher” und “vorher” ist, betrachten wir das folgen-
de Test-Problem:

Ho: p=0, Hp: p>0.

Wir verwenden einen einseitigen Test, weil es bei der Planung der Studie be-
reits klar war, dass man nur an einer Erhchung der Aggregation durch Nikotin
interessiert, ist.

Um auf den Parameter u zu testen, machen wir vorerst einmal die Annahme,
dass

X1,..., X, iid. N(p,0%),oxbekannt (4.5)

Eine Abschwichung dieser Annahme wir spéter diskutiert.

Der z-Test: cx bekannt
Wir nehmen an, dass die Daten 1, ..., , Realisierungen von (4.5) sind. Uber-
dies machen wir die Annahme, dass agf bekannt ist.
Der z-Test fiir den Parameter p ist dann wie folgt.
1. Modell: X; ist eine kontinuierliche Messgrosse;
Xi,..., X, iid. N(p,0%),0xbekannt

2. Nullhypothese: Hy : p = po,
Alternative: Hy : p # uo (oder “<” oder “>")

3. Teststatistik:

(Xn — o)  /n(X, —po)  beobachtet — erwartet
Z = = =
ox, ox Standardfehler

Verteilung der Teststatistik unter Hy: Z ~ AN(0,1)

4. Signifikanzniveau: «
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5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

(0} _ « .
5)]U[<I> 1(175),00) bei Hq : p # po,
K= (—o0,—® Y1 —a)] bei Hy: p< o,

K= [®'1—-a),00) bei Hy: pu> po.

K= (—o0,—®7 (1 -

6. Testentscheid: Uberpriife, ob der beobachtete Wert der Teststatistik im
Verwerfungsbereich liegt.

Im Unterschied zu den Tests in Kapitel 3.2.2 basiert der z-Test auf mehreren
Beobachtungen. Diese werden aber mittels einer realisierten Teststatistik z zu-
sammengefasst (eine Funktion der Daten). Ansonsten sind die Konzepte genau
gleich wie in Kapitel 3.2.2.

Beispiel (Forts. Schmelzwirme): Bei Methode A (vgl. Kapitel 4.2) scheint die
Schmelzwérme grosser als 80.00 zu sein. Angenommen, wir wissen aus vor-
hergehenden Studien, dass die Standardabweichung unseres Messinstruments
ox = 0.01 ist. Ist es plausibel, dass die Schmelzwérme genau 80.00%‘” ist? Wir
machen einen z-Test:

1. Modell: X; ist eine kontinuierliche Messgrosse;
X1,y Xy idd. N(p,0%),0x = 0.01 bekannt, n = 13

2. Nullhypothese: Hy: = ug = 80.00,
Alternative: Hy : u # o

3. Teststatistik:
7 — \/ﬁ(yn — Ho)
ox
Verteilung der Teststatistik unter Hy: Z ~ AN(0,1)
4. Signifikanzniveau: a = 0.05

5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

Plufe(

L@

K= (—o00,—® (1~ 2),00) bei Hy : p # po,

Aus der Tabelle entnehmen wir mit v = 0.05: @ 1(1 - %) = ®1(0.975) =
1.96. Damit ergibt sich fiir den Verwerfungsbereich der Teststatistik K =

(=00, —1.96] U [1.96, c0).

6. Testentscheid: Aus den n = 13 Daten errechnen wir X,, = 80.02. Damit
ergibt sich als Wert fiir die Teststatistik z = w = 7.21. Der
beobachtete Wert liegt im Verwerfungsbereich der Teststatistik. Daher

wird die Nullhypothese auf dem 5% Signifikanzniveau verworfen.
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Die Begriffe Fehler 1. Art, Fehler 2. Art und Macht, die wir in Kapitel 3.2.2
beim Binomialtest kennengelernt haben, werden auch fiir alle anderen Tests
verwendet. Wir wiederholen hier nochmals die Definitionen:

Fehler 1. Art = filschliches Verwerfen von Hy, obschon Hy richtig ist,
und
Fehler 2. Art(p) = (félschliches) Beibehalten von Hy falls p(€ Hy) richtig ist.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art ist gerade gleich «; beim Fehler
2. Art (u) betrachtet man oft die Macht:

Macht(u) = 1 — P(Fehler 2. Art (u)) = P(Verwerfen von Hy falls u € H4 stimmt).

Fiir p € Hy kann man die Macht(u) als die Chance interpretieren, dass man
richtigerweise H 4 entdeckt falls p € H 4 stimmt. Fiir eine Teststatistik 7" und
einen dazugehorigen Verwerfungsbereich K gilt dann:

P,TeK)=aqa
P,(T € K) = Macht(u).

Der t-Test: ox unbekannt

Wie vorhin nehmen wir an, dass die Daten Realisierungen von (4.5) sind. In der
Praxis ist die Annahme, dass ox bekannt ist, oftmals unrealistisch. In solchen
Fallen kann die Teststatistik z nicht berechnet werden, weil sie auf ox basiert.
Allerdings kénnen wir stattdessen die Schitzung

benutzen. Dies fithrt aber zu einer zusétzlichen Unsicherheit, was zur Folge hat,
dass sich die Verteilung der Teststatistik dndert.

Die Teststatistik beim t-Test ist

Vn(Zn — o) beobachtet — erwartet

T= = .
ox geschétzter Standardfehler

Deren Verteilung unter der Nullhypothese Hy : u = ug ist eine sogenannte
t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden, die wir mit ¢, bezeichnen.

Die t,,-Verteilung ist eine symmetrsiche Verteilung um 0, welche langschwénzi-
ger ist als die Standard-Normalverteilung N (0,1). Fiir T ~ t,, gilt:

E(T)=0
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Fiir grosse n ist ¢, #hnlich zu N(0,1): insbesondere strebt die ¢,-Verteilung
gegen die Standard-Normalverteilung N (0, 1) falls n — oc.

Den Verwerfungsbereich beim Test erhalten wir, indem wir einen Bereich der
Wahrscheinlichkeit « bei der ¢,_1-Verteilung abschneiden (je nach Alternative
auf einer Seite, oder je die Hilfte auf beiden Seiten). Dazu brauchen wir die
Quantile t,, o, welche tabelliert sind oder mittels Computer berechnet werden
konnen.

Eine Tabelle von t-Verteilungen finden Sie im Kapitel 6.
Beispiel: Aus der Tabelle kann man folgende Informationen ablesen:

e Sei T ~ t13. Fiir welches ¢ gilt P[T < t] = 0.957 Wir sehen in der Tabelle
in der Zeile 13 und in der Spalte £ 95: t13,0.95 = 1.771

o Sei T' ~ t7. Was ist P[T < 2.998]7 Wir suchen in der Zeile 7 den Zah-
lenwert 2.998 und finden ihn in der Spalte ¢ g9. Daher gilt also P[T" <
2.998] = 0.99.

Zusammenfassend ist der ¢t-Test wie folgt:

1. Modell: X; ist eine kontinuierliche Messgrosse;
X1y, Xy 1dd. N(p,0%),0x wird durch oy geschétzt

2. Nullhypothese: Hy : p = uy,
Alternative: Hy : p # po (oder “<” oder “>”)

3. Teststatistik:

vn(X, —po)  beobachtet — erwartet
ox ~ geschitzter Standardfehler’

T —

Verteilung der Teststatistik unter Ho: T ~ t, 1
4. Signifikanzniveau: «
5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:
K= (—o0, —tn,l;l,%] U [tn,m,%,oo) bei Ha: p # o,

K= (—OO, _tnfl;lfa] bei Hy @ p < po,
K = [tnfl;lfaa OO) bei Hy : n > o

6. Testentscheid: Uberpriife, ob der beobachtete Wert der Teststatistik im
Verwerfungsbereich liegt.

Da das Quantil der t-Verteilung grosser ist als das Quantil der Normalverteilung,
erhilt man einen etwas kleineren Verwerfungsbereich als beim z-Test. Fiir grosse
n ist der Unterschied allerdings minim (da t,,_1 ~ AN(0,1) falls n gross).

Beispiel (Forts. Schmelzwdrme): Wir berechnen nochmals das Beispiel aus dem
z-Test. Diesmal schéiitzen wir allerdings die Standardabweichung ox aus den
Daten. Wir machen also einen t-Test auf dem 5% Signifikanzniveau:
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1. Modell: X; ist eine kontinuierliche Messgrosse;
X1y, Xy 1dd. N(p, 0%), oxwird geschitzt
ox =0.024

2. Nullhypothese: Hy : p = po = 80.00,
Alternative: Ha : 1 # uo

3. Teststatistik:

ox

Verteilung der Teststatistik unter Ho: T~ ¢, 1
4. Signifikanzniveau: o = 0.05
5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

K= (—OO, _tnfl;lf%] U [tnfl;lfgv OO) bei Hp: p 7& Ho,

Aus der Tabelle entnehmen wir mit o = 0.05 und n = 13: tp-11-2 =
t12:0.975 = 2.179. Der Verwerfungsbereich der Teststatistik ist also:

K= (—00,—2.179 U [2.179, %)

6. Testentscheid: Aus den n = 13 Daten haben wir £ = 80.02 und oy =
0.024 errechnet. Damit ergibt sich fiir die Teststatistik der Wert ¢ =

Vn(@n—po) _ ‘/E(S%"%QQZSO'DO) = 3.00. Der beobachtete Wert der Teststati-

g
stik l)i(egt im Verwerfungsbereich. Daher wird die Nullhypothese auf dem
5% Niveau verworfen.

Der P-Wert bei 2-seitiger Alternative H4 : u # po kann wie folgt berechnet
werden (der beobachtete Wert der Teststatistik ist ¢ = M)

oX

P—Wert = P(T| > |t]) = P(T < —|t|) + P(T > |t|) =2 P(T > |t]) =
= 2. (1-PT <) =2-(1-F, () =2 (1 B (

wobei Fy, _, die kumulative Verteilungsfunktion der ¢-Verteilung mit n —1 Frei-
heitsgraden bezeichnet; also F;,_,(t) = P(T < t) wobei T' ~ t,,_1. Die Funktion
F;, , fir die t-Verteilung ist das Analogon zur Funktion ®(z) bei der Stan-
dardnormalverteilung. Sowohl F; | also auch ®(z) sind am Ende des Skripts
(Kap. 6) tabelliert. Die Tabelle fiir die t-Verteilung ist nicht sehr ausfiihrlich.
Sie miissen also schnell mal den Computer verwenden (die Funktionen dt fiir die
Wa.dichte, pt fiir die kumulative Verteilungsfunktion und qt fiir das Quantil).

Beispiel (Forts.) Blutpléttchen-Aggregation (siehe Abschnitt 4.2)

Wir betrachten die Differenzen x; = Aggregation “nachher” - Aggregation “vor-
her” (i = 1,...,11) und wollen testen, ob der Unterschied grosser als null sein
konnte. Da wir die Standardabweichung der Messmethode nicht kennen, machen
wir einen t-Test:

\/ﬁ@n - N0|

Ox

)
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1. Modell: X; ist eine kontinuierliche Messgrosse;
X1,y Xy 1dd. N(p, 0%), oxwird geschitzt
6x =17.98

2. Nullhypothese: Hy: p= pg =0,
Alternative: Hy: 1 > g

3. Teststatistik:

ﬁ(yn - MO)

T = A
oXx

Verteilung der Teststatistik unter Ho: 7'~ ¢,
4. Signifikanzniveau: a = 0.05
5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

K= [tn—l;l—aa OO) bei Hy : n > o,

Aus der Tabelle entnehmen wir mit « = 0.05 und n = 11: t,,_1.1—o =
t10;0.95 = 1.81. Der Verwerfungsbereich der Teststatistik ist also:

K= [181,00)

6. Testentscheid: Aus den n = 11 Daten haben wir T = 10.27 und 6x =

7.98 errechnet. Damit ergibt sich fiir die Teststatistik der Wert t = Vr@n=po) _

ox
% = 4.27. Der beobachtete Wert der Teststatistik liegt im Ver-
werfungsbereich. Daher wird die Nullhypothese auf dem 5% Niveau ver-
worfen.

Der P-Wert ist
Py, [T > 4.27] =1 — F},,(4.27) = 0.00082.

Unsere Tabelle im Skript (Kap. 6) ist iibrigens nicht genau genug, um Fy,,(4.27)
ablesen zu konnen. (Als Ubung: Versuchen Sie mal Fy,,(2.228) aus der Tabelle
abzulesen. Sie sollten auf den Wert 0.975 kommen). Mit dem Computer geht es
ganz leicht: pt(q = 4.27, df = 10) liefert F},, ~ 0.99918 und somit ist der p-
Wert 1 —0.99918 = 0.00082. Dies bedeutet, dass der Einfluss von dem Rauchen
einer Zigarette beziiglich der Blutpldttchen-Aggregation hoch signifikant ist.
Wenn man anstelle der einseitigen die zweiseitige Alternative Hq : pu # pg =0
spezifiziert, so sind die Resultate wie folgt: das relevante Quantil fiir o = 0.05
ist t10.0.975 = 2.23. Die Test-Entscheidung bleibt dieselbe: verwerfe Hy auf dem
5% Signifikanz-Niveau. Der P-Wert ist doppelt so gross: Py [|T| > 4.27] =
2Py, [T > 4.27] = 0.0016.
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4.7.3 Vertrauensintervall fiir y

Analog wie bei Zahldaten in Kapitel 3.2.3 besteht das Vertrauensintervall aus
denjenigen Werten u, bei denen der entsprechende Test nicht verwirft. Das sind
also alle Parameterwerte des Zufallmodells, bei denen die Daten recht wahr-
scheinlich oder plausibel sind.

Wir nehmen wiederum an, dass die Daten Realisierungen von (4.5) sind. Bei ei-

nem zweiseitigen t-Test hat der Verwerfungsbereich die Form K = (—oo, —t,,_1, 1,%]U
[tn_l;l_%,oo). Der t-Test verwirft Hy nicht, wenn der Wert der Teststatistik
nicht im Verwerfungsbereich der Teststatistik ist. Wenn Hjy nicht verworfen
wird, muss also gelten:

\/ﬁ(fn - ,UO)

_tn—l;l—% < o'x
und
Vn(Tn — po)
tnfl;lfg > ((;X

Um das zweiseitige Vertrauensintervall von p zu finden, miissen wir alle Werte
von po finden, die obige Gleichungen erfiillen. Am einfachsten geht das, wenn
wir beide Gleichungen nach pg auflésen:

ox - tn—l;l—%

M()Sjn‘i’ \/ﬁ

und
ox - tn—l;l—%

NG

8|
3

Ho =

Dies fithrt dann auf die folgenden zweiseitigen Vertrauensintervalle (die dazu-
gehorigen Tests sind zweiseitig mit Alterative H4 : p # pp) zum Niveau 1 — a:

_ ox _ ox
[Tn = th—1,1—a/2 N Tn+lp-11-0a/2 %]

Analog kann man auch einseitige Vertrauensintervalle konstruieren. Sie enthal-
ten alle Parameter, bei denen ein einseitiger Test nicht verwerfen wiirde. Beim
t-Test sehen die einseitigen (1-«)-Vertrauensintervalle so aus:

o
Falls Ha : p < po: (_00an b1l \/)%}
— ox
Falls HA T > o [gjn — tn—l,l—a . \/ﬁ; OO)

Beispiel (Forts.): Aggregation von Blutpléttchen
Wir haben 10 Freiheitsgrade und ¢19,0.975 = 2.23. Das zweiseitige Konfidenz-
intervall fiir die Erhohung der Blutplédttchen-Aggregation nach dem Rauchen
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einer Zigarette ist somit (%-ige Zunahme)
I =10.27+2.23-7.9761/v11 = [4.91,15.63].

Insbesondere ist die Null nicht im Intervall I: das heisst, der Wert p = 0 ist nicht
mit den Daten kompatibel (was wir bereits vom t-Test (siehe oben) wissen).

4.7.4 Tests fiir ;1 bei nicht-normalverteilten Daten

Der z- und t-Test sind optimal falls die Daten Realisierungen von normalver-
teilten Zufallsvariablen sind wie in (4.5). Optimalitéit bedeutet hier, dass dies
die Tests sind, welche die beste Macht haben.

Wir betrachten hier die allgemeinere Situation, in der die Daten Realisierungen
sind von

Xi,..., X, iid. , (4.6)

wobei X; eine beliebige Verteilung hat. Wir bezeichen mit p einen Lageparame-
ter der Verteilung (z.B. u = Median der Verteilung von X;). Die Nullhypothese
ist von der Form Hy : u = uyp.

Der Vorzeichen-Test

Wir betrachten die Situation, wo die Daten Realisierungen von (4.6) sind, wo-
bei die einzelnen X; nicht normalverteilt sein miissen. Der Vorzeichentest testet
Hypothesen iiber den Median der Verteilung von X;, den wir hier mit u be-
zeichnen; im Falle einer symmetrischen Verteilung ist ¢ = £(X;). Wenn p der
Median der Verteilung von X ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Rea-
lisierung von X grosser als p ist genauso gross wie die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Realisierung von X kleiner als p ist. In anderen Worten: P(X > pu) = 0.5.
Der Vorzeichen-Test verwendet das folgendermassen:

1. Modell:
Xq,..., X, 1dd. (4.7)
wobei X; eine beliebige Verteilung hat.

2. Nullhypothese: Hy : p = po, (@ ist der Median)
Alternative: Hy : p # po (oder einseitige Variante)

3. Teststatistik: V' : Anzahl X;s mit (X; > po)
Verteilung der Teststatistik unter Hy: V ~ Bin(n,mp) mit 7o = 0.5

4. Signifikanzniveau: «

5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik: K = [0, ¢,|U[c,, n| falls Hy4 :

1 # Ko,
Die Grenzen ¢, und ¢, miissen mit der Binomialverteilung oder der Nor-

malapproximation berechnet werden.
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6. Testentscheid: Entscheide, ob der beobachtete Wert der Teststatistik im
Verwerfungsbereich der Teststatistik liegt.

Vielleicht ist es Ihnen schon aufgefallen: Der Vorzeichen-Test ist nichts anderes
als ein Binomialtest. Wenn wir pg = 0 wéhlen, entspricht die Teststatistik
gerade der Anzahl ”+” im Datensatz, daher der Name "Vorzeichentest”. Wenn
Sie den Binomialtest verstanden haben, miissen Sie fiir den Vorzeichen-Test also
gar nichts neues lernen.

Beispiel (Forts.): Bluttplittchen-Aggregation

Die Nullhypothese ist Hy : @ = pg = 0. Die realisierte Teststatistik ist dann
v = 10 und der P-Wert bei einseitiger Alternative Hy : u > po = 0 ist 0.005
(beim t-Test war der P-Wert = 0.00082).

Der Vorzeichentest stimmt immer, falls die Daten Realisierungen von (4.6) sind:
das heisst, die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art ist kontrolliert durch
a bei beliebiger Verteilung der X;’s.

Vom Standpunkt der Macht gibt es keine eindeutige Antwort, ob der Vorzeichen-
oder der t-Test besser ist. Wenn die Verteilung der X; langschwénzig ist, kann
der Vorzeichentest grossere Macht haben. Weil der Vorzeichentest die Infor-
mation nicht ausniitzt, um wieviel die X; von dem Wert py abweichen (siehe
die Definition der Teststatistik V' oben), kann die Macht aber auch wesentlich
schlechter sein als beim t-Test.

Der Wilcoxon-Test

Der Wilcoxon-Test ist ein Kompromiss, der keine Normalverteilung voraussetzt
wie der t-Test und die Information der Daten besser ausniitzt als der Vorzeichen-
Test.

Die Voraussetzung fiir den Wilcoxon-Test ist: Die Daten sind Realisierungen von
(4.6) wobei die Verteilung der X;’s stetig und symmetrisch ist beziiglich p =
E(X;). Wir verzichten auf die Formel fiir die Teststatistik und die Berechnung
der Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese p = pg, da der P-Wert
mit statistischer Software berechnet werden kann.

Beispiel (Forts.): Blutpliattchen-Aggregation
Die Nullhypothese ist Hy : g = po = 0. Der P-Wert bei einseitiger Alternative
Hp: op> po =0 ist 0.002528.

Der Wilcoxon-Test ist in den allermeisten Fiéllen vorzuziehen: er hat in vielen
Situationen oftmals wesentlich grissere Macht als der t- und als der Vorzeichen-
Test, und selbst in den ungiinstigsten Féllen ist er nie viel schlechter.

Wenn man trotzdem den t-Test verwendet, dann sollte man die Daten auch
grafisch ansehen, damit wenigstens grobe Abweichungen von der Normalvertei-
lung entdeckt werden. Insbesondere sollte der Normal-Plot (siche Kap. 4.5.5)
angeschaut werden.



78 Modelle und Statistik fiir Messdaten

4.8 Tests bei zwei Stichproben (Stahel, Kap. 8.8)

Wir besprechen hier Methoden, um einen Vergleich zweier Methoden (Grup-
pen, Versuchsbedingungen, Behandlungen) hinsichtlich der Lage der Verteilung
machen.

4.8.1 Gepaarte Stichprobe
Struktur der Daten

Wenn moglich sollte man eine Versuchseinheit beiden Versuchbedingungen un-
terwerfen: Es liegt eine gepaarte Stichprobe vor, wenn

e beide Versuchsbedingungen an derselben Versuchseinheit eingesetzt wer-
den

e oder jeder Versuchseinheit aus der einen Gruppe genau eine Versuchsein-
heit aus der anderen Gruppe zugeordnet werden kann.

Die Daten sind dann von der folgenden Struktur:

x1,...,Ty unter Versuchsbedingung 1,

Y1, - - -, Yn unter Versuchsbedingung 2.

Notwendigerweise ist dann die Stichprobengrosse n fiir beide Versuchsbedingun-
gen dieselbe. Zudem sind x; und y; abhéngig, weil die Werte von der gleichen
Versuchseinheit kommen.

Beispiel:

Wir testen den Muskelzuwachs duch ein Krafttraining. Dazu messen wir die
Kraft von 10 Testpersonen zu Beginn des Trainings. Anschliessend durchlaufen
alle Testpersonen ein 6-wochiges Trainingsprogramm. Dann wird die Kraft er-
neut gemessen. Fiir jede Testperson gibt es also zwei Messungen: Vorher und
nachher, die Zuordnung ist eindeutig. Somit handelt es sich um gepaarte Stich-
proben.

Beispiel:

Die Wirksamkeit von Augentropfen zur Reduktion des Augeninnendrucks soll
untersucht werden. Wir haben 12 Patienten. Bei jedem Patienten wéhlen wir
zufillig ein Auge aus. In dieses Auge kommen die Augentropfen mit dem Wirk-
stoff. In das andere Auge kommen Tropfen ohne Wirkstoff (Placebo). Fiir jede
Testperson haben wir also zwei Messungen: Eine fiir das rechte und eine fiir
das linke Auge; die Zuordnung ist eindeutig. Somit handelt es sich um gepaarte
Stichproben.

Beispiel:
Wir haben eine Gruppe von 15 eineiigen Zwillingen, die sich fiir eine Studie fiir
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ein Haarwuchsmittel gemeldet haben. Bei jedem Zwillingspaar wird eine Person
zufillig ausgewihlt und erhélt das Medikament. Die andere Person des Zwil-
lingspaares erhilt ein Placebo. Nach drei Wochen misst man den Haarwuchs.
Zu jeder Person aus der Gruppe mit Haarwuchsmittel kann man eindeutig eine
Person aus der Gruppe ohne Haarwuchsmittel zuordnen. Somit handelt es sich
um gepaarte Stichproben.

Beispiel:

Datensatz zu Blutplidttchen-Aggregation, siehe Kapitel 4.2. Die Aggregation
wurde fiir jede Person vor und nach dem Rauchen gemessen. Die Zuordnung
aller Messungen in der Gruppe "vorher” zu den Messungen in der Gruppe "nach-
her” ist also eindeutig. Somit handelt es sich um gepaarte Stichproben.

Test

Bei der Analyse von gepaarten Vergleichen arbeitet man mit den Differenzen
innerhalb der Paare,

Ui = Ti — Yi (i:1,...,n),

welche wir als Realisierungen von i.i.d. Zufallsvariablen Uy, ..., U, auffassen.
Kein Unterschied zwischen den beiden Versuchsbedingungen heisst dann ein-
fach E[U;] = 0 (oder auch Median(U;) = 0, je nach Test). Tests dafiir sind
in Kapitel 4.7 beschrieben: Falls die Daten normalverteilt sind, eignet sich ein
t-Test. Sonst kommt ein Vorzeichentest oder ein Wilcoxon-Test in Frage. Da-
bei ist zu beachten, dass die vorausgesetzte Symmetrie fiir die Verteilung von
U; beim Wilcoxon-Test immer gilt unter der Nullhypothese, dass X; und Y;
dieselbe Verteilung haben.

4.8.2 Ungepaarte Stichproben

Oft ist es nicht moglich, jeder Behandlungseinheit aus der einen Gruppe eine
Behandlungseinheit aus der zweiten Gruppe eindeutig zuzuordnen. In diesem
Fall ist eine Paarung nicht moéglich und man spricht von einer ungepaarten
Stichprobe. Auch hier muss die Zuordnung zur Behandlungsgruppe durch das
Los erfolgen um systematische Fehler zu vermeiden. (vgl. Abschnitt 4.9 unten).

Struktur der Daten

Bei ungepaarten Stichproben hat man Daten zi,...,z, und yi,...,yn (sie-
he Kapitel 4.8.2), welche wir als Realisierungen der folgenden Zufallsvariablen
auffassen:

X1,..., X, iid.,
Vi, ..., Y, iid., (4.8)

wobei auch alle X;’s von allen Yj’s unabhéngig sind.
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Bei einer solchen zufilligen Zuordnung von Versuchseinheiten zu einer von zwei
verschiedenen Versuchsbedingungen spricht man von einer ungepaarten Stich-
probe. Im Allgemeinen ist in einer ungepaarten Stichprobe m # n, aber nicht
notwendigerweise. Entscheidend ist, dass x; und y; zu verschiedenen Versuchs-
einheiten gehoren und als unabhéngig angenommen werden kénnen.

Beispiel:

Datensatz zu latenter Schmelzwirme von Eis in Kapitel 4.2. Wir haben die
Schmelzwérme mit zwei verschiedenen Methoden hintereinander gemessen. Jede
Messung ist entweder mit Methode A oder mit Methode B, aber nicht mit beiden
gleichzeitig gemacht worden. Es gibt also keinen eindeutigen Zusammenhang
zwischen den Messungen der Methode A und den Messungen der Methode B.
Daher sind die beiden Stichproben ungepaart.

Beispiel:

Zufallige Zuordnung von 100 Testpatienten zu einer Gruppe der Grosse 50 mit
Medikamenten-Behandlung und zu einer anderen Gruppe der Grosse 50 mit
Placebo-Behandlung. Es gibt keine eindeutige Zuordnung von einem Patienten
aus der Medikamenten-Gruppe zu einem Patienten in der Placebo-Gruppe. Da-
her handelt es sich um ungepaarte Stichproben, obwohl beide Gruppen gleich
gross sind.

Test: Zwei-Stichproben t-Test bei gleichen Varianzen

Die beiden Stichproben kénnen gleiche oder unterschiedliche Varianz haben.
Wir behandeln nur den Fall mit gleicher Varianz im Detail und erwdhnen den
Fall mit ungleicher Varianz nur kurz.

Im Detail sieht der Zwei-Stichproben t-Test folgendermassen aus:

1. Modell:

Xi,..., X, iid. ~N(ux,0?),
Yi,..., Y, iid. ~N(uy,o?). (4.9)

2. Nullhypothese:
Hy: px = py.
Alternative:

Hy : px # py (zweiseitig)
oder Hy : px > py (einseitig)
oder Hy : px < py (einseitig)
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3. Teststatistik:

X,—Ym
Spooln/1/n+1/m
wobei
1 n o m o
2 — . 2 - 2] _
Spool = pp— (;(Xz Xn)™+ ;(Y; Yom) ) =
1 . .

Verteilung der Teststatistik unter Ho: T' ~ t,1m—2.
4. Signifikanzniveau: «

5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

(_007 _tn+m72,1fa/2] U [tn+mf2,1fa/27 OO) bei Alternative Ha : ux # py,
[tntm—21—a, O0) bei Alternative Ha : ux > py,
(—00, —tntm-2.1-al bei Alternative Ha : pux < py.

6. Testentscheid: Entscheide, ob der beobachtete Wert der Teststatistik im
Verwerfungsbereich der Teststatistik liegt.

Die Idee des Zwei-Stichproben t-Tests ist wie folgt. Man ersetzt die unbekann-
te Differenz py — py durch die Schitzung X,, — Y, und beurteilt, ob diese
Schitung “nahe bei” 0 liegt (“weit weg von” 0 wiirde Evidenz fiir H 4 bedeuten).
Dies wird so quantifiziert, dass man durch den geschéitzten Standardfehler von
X,, —Y,, dividiert und dies als Teststatistik benutzt:

T _ Yn - ?m
Var(X,, — Y.)
Yn - ?m

Spool\/1/n + 1/m'

Unter der Annahme (4.9) und der Null-Hypothese px = py gilt dann:
T ~ tn+mf2-
Die Wahl des Nenners in der Teststatistik 7" ergibt sich aus
Var(X, — Y,) = 02(; + ). (4.10)

Beweis von (4.10):
1. X, und Y, sind unabhéngig, weil alle X;’s von allen Y}’s unabhéngig sind.
2. Wegen der Unabhiingigkeit von X,, und Y, gilt:
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Var(Y,L— Y) = Var(X,,) +Xar(—?m) = Var(X,,) + Var(Y,,).
3. Var(X,,) = 0%/n und Var(Y,,) = o?/m.
Somit ist mit Schritt 2: Var(X,, — Y ) = 0?(1/n + 1/m). O

Beispiel: Schmelzwirme von Eis, siehe Kapitel 4.2.

1. Modell: X: Mit Methode A gemessene Schmelzwérme in cal/g.
Y: Mit Methode B gemessene Schmelzwirme in cal/g.

X1, X, iid. ~N(ux,0%), n=13
Yi,..., Y, iid. ~N(uy,o?), m=S8.
2. Nullhypothese:

Ho: px = py.

Alternative:

Hy: px # py (zweiseitig)

3. Teststatistik:
_ Yn B ?m

Spool/1/n+1/m

wobei
1 n m
S0l = p— (Z(Xi — X))+ (Vi Ym)2> :
i=1 i=1
Verteilung der Teststatistik unter Ho: T ~ tp1m—2.
4. Signifikanzniveau: a = 0.05

5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

(=00, —tngm—21-a/2] U [tnsm—21-a/2,00) bei Alternative Ha : px # py,

6. Testentscheid: Zunéichst berechnen wir den beobachteten Wert der Test-
statistik. Fiir die Mittelwerte ergibt sich z = 80.021, y = 79.979. Fiir die

Schitzung der Varianz ergibt sich: 3;2)001 = 7.253 - 10~*. Damit ist der
beobachtete Wert der Teststatistik:
;o T—7 80.021 — 79.979

Spoolr/1/n+ 1/m V725310~ \/1/13+1/8
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Nun berechnen wir den konkreten Wert des Verwerfungsbereichs der Test-
statistik. Aus der Tabelle entnehmen wir ¢, ,_21_a/2 = t19,0.975 = 2.093.
Daher ist der Verwerfungsbereich der Teststatistik:

(—00, —2.093] U [2.093, o)

Der beobachtete Wert der Teststatistik liegt also im Verwerfungsbereich
der Teststatistik. Daher wird die Nullhypothese auf dem 5% Niveau ver-
worfen.

4.8.3 Weitere Zwei-Stichproben-Tests bei ungepaarten Stich-
proben

Zwei-Stichproben t-Test bei ungleichen Varianzen

Anstelle der Annahme in (4.9) gelte:

X1, Xpidd ~N(ux,0%),
Yi,..., Y iid, ~ N(uy,o0%).

Die Verallgemeinerung des Zwei-Stichproben t-Tests fiir ungleiche Varianzen
03( % 012, ist in der Literatur zu finden und in vielen statistischen Programmen
implementiert. In den meisten Fillen erhilt man dhnliche P-Werte wie unter
der Annahme von gleichen Varianzen.

Zwei-Stichproben Wilcoxon-Test (Mann-Whitney Test)

Die Voraussetzungen fiir den Zwei-Stichproben Wilcoxon-Test, manchmal auch
Mann-Whitney Test genannt, beziiglich (4.8) sind wie folgt:

X1,..., X, iid. ~ Fy,
Yi,..., Yy, iid. ~ Fy,
Fx beliebige stetige Verteilungsfunktion, Fy (x) = Fx(z — 0).

Dies bedeutet, dass die Verteilung von Y; die um ¢ verschobene Verteilung von
X ist, denn: P(Y; < 2+6) = Fy (v +6) = Fx(x+6—9) = Fx(z) = P(X; < x).

Die Berechnung des P-Werts eines Zwei-Stichproben Wilcoxon-Tests kann mit-
tels Computer erfolgen. Aus den gleichen Griinden wie im Fall einer Stichprobe
(siehe Kapitel 4.7.4) ist der Wilcoxon-Test im Allgemeinen dem t-Test vorzu-
ziehen.

4.9 Versuchsplanung (Stahel, Kap. 14.1 - 14.2)

Genauso wichtig wie die Auswertung der Daten sind Uberlegungen, wie man die
Daten gewinnen soll. Bisher haben wir Vergleiche zwischen zwei "Behandlun-
gen” besprochen (gepaart oder ungepaart). Allgemeiner geht es bei statistischen
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Studien meist darum, wie sich eine oder mehrere Einflussgrossen auf eine Ziel-
grosse auswirken. Die statistischen Methoden dafiir werden wir im né#chsten
Kapitel noch kurz behandeln.

Zunéchst muss man unterscheiden zwischen Beobachtungsstudien und Ex-
perimenten. Bei Beobachtungsstudien werden die Grossen von Interesse bei
den Beobachtungseinheiten (Patienten, Tiere, Standorte, etc.) passiv erfasst
oder gemessen. Bei einem Experiment hingegen werden die erkldrenden Va-
riablen vom Experimentator fiir jede Versuchseinheit aktiv festgelegt. Dazu
zéhlen auch Studien, in denen die Versuchseinheiten (Patienten) verschiedenen
Behandlungen ausgesetzt werden, sofern der Forscher die Reihenfolge der Be-
handlungen frei wahlen kann. Experimente sind prinzipiell vorzuziehen, da sie
Schliisse auf Ursache-Wirkungs-Beziehungen zulassen.

Will man den Effekt einer Behandlung untersuchen, so braucht es eine Kon-
trollgruppe in der gleichen Studie, die sich zu Beginn der Studie moéglichst
wenig von der Gruppe mit der neuen Behandlung unterscheidet. Man darf al-
so nicht Versuchseinheiten aus fritheren Studien nehmen und sie als die eine
Gruppe in einem Zwei-Stichproben-Vergleich verwenden. Es gibt auch oft effizi-
entere Methoden als der Vergleich von zwei unabhéngigen Stichproben fiir den
Nachweis eines Behandlungseffekts. So ist meistens eine Versuchsanordnung,
bei der sowohl die Kontrollbehandlung und die neue Behandlung auf die glei-
che Versuchseinheit angewendet wird (gepaarter Vergleich) effizienter. Weitere
solche Maoglichkeiten sind in der Literatur unter Versuchsplanung (design of
experiments) beschreiben.

Wie soll man im Zwei-Gruppen-Vergleich die Zuordnung der Versuchseinheiten
zu den beiden Gruppen vornehmen 7, bzw. im gepaarten Fall: In welcher Rei-
henfolge soll man die beiden Behandlungen durchfithren ? Um eine bewusste
oder unbewusste systematische Bevorzugung der einen Gruppe zu vermeiden,
soll die Zuordnung zufillig erfolgen (sogenannte Randomisierung). Zufillig
heisst dabei nicht willkiirlich, sondern mit Hilfe von Zufallszahlen oder einem
physikalischen Zufallsmechanismus.

Bei human-medizinischen Studien ist es ausserdem wichtig, dass das Experi-
ment wenn moglich doppelblind durchgefiihrt wird. Das heisst, dass weder
die Person, welche die Behandlung durchfiihrt oder deren Erfolg beurteilt, noch
die Versuchsperson die Gruppenzugehorigkeit kennen. Dies ist wichtig, um den
Effekt von Voreingenommenheit bei der Beurteilung auszuschalten. Weiter soll
die empfangene Behandlung von allen Patienten gleich wahrgenommen wer-
den — man gibt in der Kontrollgruppe also z.B. eine Placebo-Pille oder injiziert
eine Kochsalzlosung. Damit garantiert man, dass ein allfilliger Unterschied zwi-
schen den Gruppen wirklich auf die spezifische Behandlungsart zuriickzufithren
ist, und nicht etwa auf die erhohte Aufmerksamkeit, die der Patient erfihrt.

Nicht immer ist ein randomisiertes, doppelblindes Experiment moglich (aus
ethischen oder praktischen Griinden), und man muss auf Beobachtungstudien
zuriickgreifen. Dies erschwert die Auswertung und Interpretation unter Um-
stdnden gewaltig, weil man Storeffekte praktisch nicht ausschliessen kann. Ein
bekanntes Beispiel ist der Zusammenhang zwischen Rauchen und Lungenkrebs,
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der lange umstritten war, weil die genetische Veranlagung und der Effekt des
Lebensstils nicht auszuschliessen waren.

Mehr Wiederholungen reduzieren die Unsicherheit. Aus Kosten- und Zeitgriin-
den will man jedoch moglichst wenige Wiederholungen machen. Die Statistik
kann berechnen, wie viele Wiederholungen nétig sind, um einen Behandlungs-
effekt von vorgegebener Grosse mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit zu
entdecken, sofern auch die Streuung bei gleicher Behandlung bekannt ist oder
wenigstens abgeschétzt werden kann.

Eine Warnung vor sogenannten Scheinwiederholungen ist an dieser Stelle
angebracht. Eine echte Wiederholung ist die kleinste Einheit, bei welcher ei-
ne Behandlung unabhéngig von anderen Einheiten angewendet werden kann.
Untersucht man z.B. den Effekt von einem Schadstoff im Wasser auf Fische,
dann sind mehrere Fische im gleichen Aquarium Scheinwiederholungen, denn
man kann bei Fischen im gleichen Aquarium die Exposition nicht individu-
ell verdndern. Ein allfilliger signifikanter Unterschied zwischen den Fischen in
zwei verschieden behandelten Aquarien kénnte auch durch irgendwelche unbe-
absichtigte andere Unterschiede zwischen ihnen oder durch eine gegenseitige
Beeinflussung der Fische im gleichen Aquarium verursacht sein. Man muss also
pro Behandlung einige Aquarien haben, oder den Versuch auf geeignete Wei-
se mehrmals wiederholen, damit man statistisch korrekt Unterschiede zwischen
Behandlungen nachweisen kann. Scheinwiederholungen gibt es natiirlich auch
bei Beobachtungsstudien. Auch dort muss man sich fragen, was die Beobach-
tungseinheit ist, z.B. ein Individuum oder eine Gruppe.

4.10 Software

Praktisch alle Methoden, die in diesem Kapitel vorgestellt wurden, stehen in der
Statistik-Software R (und auch in den meisten anderen {iblichen Softwarepake-
ten) zur Verfiigung. Sehen Sie sich mal die Hilfefiles der folgenden Funktionen an
(wenn die Funktion z.B. mean heisst, dann kénnen Sie mit ?mean das zugehorige
Hilfefile aufrufen).

4.10.1 Verschiedenes

Empirischer Mittelwert, empirische Varianz und empirische Standardabweichung
lassen sich mit den Befehlen mean, var und sd berechnen. Quantile lassen sich
mit der Funktion quantile berechnen. Fiir Histogramme, Boxplots, die em-
pirische kumulative Verteilungsfunktion und Normal-Plots verwenden Sie die
Funktionen hist, boxplot, ecdf und qgnorm.

Die Uniforme Verteilung, Exponentialverteilung, t-Verteilung und die Normal-
verteilung stehen unter den Kiirzeln (siehe Kapitel 2.8) unif, exp, t und norm
zur Verfiigung.
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4.10.2 Zwei-Stichproben t-Test fiir ungepaarte Stichproben

Sowohl der Ein-Stichproben t-Test als auch der Zwei-Stichproben t-Test (so-
wohl mit gleicher als auch mit ungleicher Varianz) sind unter t.test imple-
mentiert. Der Ein-Stichproben und Zwei-Stichproben Wilcoxon-Test ist unter
wilcox.test verfiigbar.

Beispiel Forts. Schmelzwdrme: Wir berechnen den Zwei-Stichproben t-Test fiir
ungepaarte Stichproben. Zunéchst lesen wir die Daten ein:

> x <= ¢(79.98, 80.04, 80.02, 80.04, 80.03, 80.03, 80.04, 79.97, 80.05,
80.03, 80.02, 80.00, 80.02)
>y <- ¢(80.02, 79.94, 79.98, 79.97, 80.03, 79.95, 79.97)

Nun fithren wir den t-Test mit durch. Wir nehmen zunéchst an, dass die Streu-
ung bei beiden Messmethoden gleich ist:

t.test(x, y, altervative = "two.sided", mu = O, paired = FALSE,
var.equal = TRUE, conf.level = 0.95)

Die ersten beiden Argumente enthalten die Daten der beiden Stichproben. Das
Argument alternative gibt an, ob die Alternative einseitig (und wenn ja in
welche Richtung mit alternative = "greater" und alternative = "less")
oder zweiseitig (mit alternative = "two.sided") ist. Das Argument mu gibt
an, welcher Unterschied in den Mittelwerten der beiden Gruppen in der Nullhy-
pothese getestet werden soll. Wenn man testen will, ob die beiden Gruppenmit-
telwerte gleich sind, ist mu=0 die richtige Wahl. paired = FALSE gibt an, dass es
sich um zwei ungepaarte Stichproben handelt. var.equal = TRUE gibt an, dass
die Streuungen in den beiden Stichproben gleich gross sind. Mit conf.level
= 0.95 wird ein 95%-Vertrauensintervall des Unterschieds zwischen den beiden
Gruppenmittelwerten ausgegeben.

Dieses Beispiel haben wir in Kapitel 4.8.2 besprochen. Am besten iiberzeugen
Sie sich selbst davon, dass die Software tatséchlich das gleiche Resultat wie die
Rechnung von Hand liefert. Die Ausgabe des Computers sieht folgendermassen
aus:

Two Sample t-test

data: x and y
t = 3.4722, df = 19, p-value = 0.002551
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.01669058 0.06734788
sample estimates:
mean of x mean of y
80.02077 79.97875
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In der Zeile t=. .. steht zunéchst der beobachtete Wert der Teststatistik: ¢ =
3.47. Unter der Nullhypothese folgt die Teststatistik einer t-Verteilung mit
df = 19 Freiheitsgraden. Das ergibt bei einer zweiseitigen Alternative (siehe
Zeile alternative hypothesis: ...) einen P-Wert von 0.002551. Der Unter-
schied ist also auf dem auf dem 5% Signifikanzniveau signifikant, weil der P-Wert
kleiner als 5% ist. Der Computer berechnet auch das 95%-Vertrauensintervall
des Unterschieds in den Gruppenmittelwerten: Mit 95% Wahrscheinlichkeit ist
der Gruppenmittelwert von x um eine Zahl im Bereich [0.0167,0.0673] gros-
ser als der Gruppenmittelwert von y °. In der letzten Zeile werden schliesslich
noch die Mittelwerte der beiden Gruppen angegeben. Beachten Sie, dass kein
Verwerfungsbereich ausgegeben wird.

4.10.3 Zwei-Stichproben t-Test fiir gepaarte Stichproben
Finen t-Test fiir gepaarte Stichproben kann man leicht durchfiihren, indem man
das Argument paired = TRUE verwendet.

Beispiel Fortsetzung Blutpldttchen Vergleichen Sie die Ergebnisse des Compu-
ters mit den Berechnungen, die wir in 4.7.2 von Hand durchgefiithrt haben. Sie
sollten identisch sein. Zun#chst lesen wir wieder die Daten ein:

> vorher <- c(25,25,27,44,30,67,53,53,52,60,28)
> nachher <- ¢(27,29,37,56,46,82,57,80,61,59,43)

Dann fithren wir den t-Test fiir gepaarte Stichproben durch:

t.test(nachher, vorher, altervative = "two.sided", mu = 0, paired = TRUE,

conf.level = 0.95)

Die Interpretation der Argumente ist wie im vorhergehenden Beispiel. Der Out-
put ist (Interpretation ist dhnlich wie im vorhergehenden Beispiel):

Paired t-test

data: nachher and vorher
t = 4.2716, df = 10, p-value = 0.001633
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
4.91431 15.63114
sample estimates:
mean of the differences
10.27273

Der Unterschied der Gruppenmittelwerte hat bei einer zweiseitigen Alternati-
ve (siehe Zeile alternative hypothesis: ...) einen P-Wert von 0.0016 und

®Die null ist nicht enthalten, also ist der Unterschied der Mittelwerte signifikant
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ist somit auf dem 5% Signifikanzniveau signifikant. Der Wert der Teststati-
stik ist 4.27 und folgt unter der Nullhypothese einer t-Verteilung mit df =
10 Freiheitsgraden. Der Unterschied nachher-vorher © ist 10.27. Ein 95%-
Vertrauensintervall fiir diese Differenz ist: [4.91, 15.63].

4.10.4 t-Test fiir eine Stichprobe

Der t-Test fiir nur eine Stichprobe lésst sich leicht berechnen, indem man das
zweite Argument im Funktionsaufruf einfach weglasst.

Beispiel (Forts. Schmelzwirme) Wir testen wie in Kapitel 4.7.2, ob die Beob-
achtungen in Gruppe A mit der Nullhypothese Hy : u = 80.00 vertréglich ist.
Zunichst wieder die Dateneingabe:

> x <= ¢(79.98, 80.04, 80.02, 80.04, 80.03, 80.03, 80.04, 79.97, 80.05,
80.03, 80.02, 80.00, 80.02)

Und nun der t-Test fiir eine Stichprobe:

t.test(x, altervative = "two.sided", mu = 80.00, conf.level = 0.95)
Der Computer liefert:

One Sample t-test

data: x
t = 3.1246, df = 12, p-value = 0.008779
alternative hypothesis: true mean is not equal to 80
95 percent confidence interval:
80.00629 80.03525
sample estimates:
mean of x
80.02077

Der beobachtete Wert der Teststatistik ist 3.12 und folgt unter der Nullhy-
pothese einer t-Verteilung mit df = 12 Freiheitsgraden. Der P-Wert mit einer
zweiseitigen Alternative ist 0.008779 und ist somit auf dem 5% Signifikanzni-
veau signifikant. Der beobachtete Mittelwert der Daten ist 80.02. Ein 95%-
Vertrauensintervall fiir den wahren Mittelwert der Messungen ist [80.006,
80.035].

6 Allgemein: Erstes Argument minus zweites Argument im Funktionsaufruf



Kapitel 5

Regression

5.1 Lernziele

e Sie verstehen die Konzepte der einfachen und multiplen linearen Regres-
sion (wie ist die Form des Modells; wie kommen die zufilligen Fehler ins
Modell; wie interpretiert man die Koeffizienten; wie schétzt man die Ko-
effizienten; wie testet man, ob ein Koeffizient signifikant ist)

e Sie konnen eine lineare Regression mit der Software R durchfiihren.
e Sie konnen priifen, ob die Modellannahmen erfiillt sind.

e Sie verstehen jede Zeile im R-Output einer linearen Regession und kénnen
mit dem Output die konkrete Form des geschétzten Modells aufschreiben.

5.2 Einfache lineare Regression

Wir erkldren das Modell der einfachen linearen Regression zunéchst mit einem
fiktiven Beispiel. Je dicker ein Roman (Hardcover) ist, desto teurer ist er in der
Regel. Es gibt also einen Zusammenhang zwischen Seitenzahl x und Buchpreis
y. Wir gehen in einen Buchladen und suchen zehn Romane verschiedener Dicke
aus. Wir nehmen dabei je ein Buch mit der Seitenzahl 50, 100, 150, ..., 450, 500.
Von jedem Buch notieren wir die Seitenzahl und den Buchpreis. Damit erhalten
wir Tabelle 5.1. :

Aus der Tabelle sehen wir tatsidchlich, dass dickere Biicher tendenziell mehr
kosten. Abbildung 5.1(a) zeigt diesen Zusammenhang graphisch. Wenn wir
einen formelmaissigen Zusammenhang zwischen Buchpreis und Seitenzahl hét-
ten, konnten wir Vorhersagen fiir Biicher mit Seitenzahlen, die wir nicht beob-
achtet haben, machen. Oder wir kénnten herausfinden, wie teuer ein Buch mit
"null” Seiten wire (das wiren die Grundkosten des Verlags, die unabhéingig von
der Seitenzahl sind: Einband, administrativer Aufwand fiir jedes Buch, etc.).
Wie kénnten wir diesen Zusammenhang mit einer Formel beschreiben? Auf den

89
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Regression

Seitenzahl

Buchpreis (SFr)

Buch 1
Buch 2
Buch 3
Buch 4
Buch 5
Buch 6
Buch 7
Buch 8
Buch 9
Buch 10

50
100
150
200
250
300
350
400
450
500

6.4
9.5
15.6
15.1
17.8
234
234
22.5
26.1
29.1

Tabelle 5.1: Zusammenhang zwischen Buchpreis und Seitenzahl (fiktiv).
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Abbildung 5.1: Zusammenhang zwischen Buchpreis und Seitenzahl (fiktiv).

ersten Blick scheint eine Gerade recht gut zu den Daten zu passen. Diese Ge-
rade hitte die Form: y = Sy + (12, wobei y der Buchpreis und x die Seitenzahl
sind. By wiren dann die Grundkosten des Verlags und (31 wiren die Kosten pro
Seite. Versuchen Sie mit einem Lineal eine Gerade durch alle Punkte in Abb.
5.1(a) zu legen. Sie werden feststellen, dass das nicht moglich ist. Die Punkte
folgen also nur ungefihr einer Geraden. Wie kénnten wir eine Gerade finden,
die moglichst gut zu allen Punkten passt? Hier gibt es verschiedene Mo6glichkei-
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ten. Wir konnten die vertikalen Abstéinde zwischen Beobachtung und Gerade
(siehe Abb. 5.1(b)) zusammenzihlen und davon ausgehen, dass eine kleine Sum-
me der Abstédnde eine gute Anpassung bedeutet. Diese Methode hat aber eine
gravierende Schwiche: Wenn die Hilfte der Punkte weit iiber der Geraden, die
andere Hélfte weit unter der Geraden liegen, ist die Summe der Absténde etwa
null. Dabei passt die Gerade gar nicht gut zu den Datenpunkten. Die positiven
Abweichungen haben sich nur mit den negativen Abweichungen ausgeldscht.
Wir miissen also das Vorzeichen der Abweichungen eliminieren, bevor wir zu-
sammenzihlen. Eine Moglichkeit besteht darin, den Absolutbetrag der Abwei-
chungen aufzusummieren. Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Quadrate
der Abweichungen aufzusummieren. Letztere Methode hat sich durchgesetzt,
weil man mit ihr viel leichter rechnen kann, als mit den Absolutbetrigen. Eine
Gerade passt (nach unserem Giitekriterium) also dann am besten zu Punkten,
wenn die Quadratsumme der vertikalen Abweichungen minimal ist. Dieses Vor-
gehen ist unter dem Namen Methode der kleinsten Quadrate bekannt. In
unserem Fall errechnet der Computer die Werte Sy = 6.04 und S = 0.047. Die
Grundkosten des Verlags sind also rund 6 SFr. Pro Seite verlangt der Verlag
rund 5 Rappen.

Man koénnte die Abweichungen von der Geraden auch auf eine andere Art erklé-
ren. Das Modell: y = By + B1x + E;, wobei E ~ N(0,0?) i.i.d. beschreibt auch
eine Gerade zwischen z und y. Allerdings kann jeder Wert von ¢ noch um den
Wert E um die Gerade streuen. In diesem Modell nehmen wir an, dass die Streu-
ung um die wahre Gerade fiir jedes Buch einer Normalverteilung mit Mittelwert
null und Varianz 2 folgt. Nun kénnten wir mit der Maximum-Likelihood Me-
thode die optimalen Werte fiir Sy, $1 und o finden. Verbliiffenderweise stellt
sich heraus, dass die Werte von Sy und 51 genau gleich sind wie die Werte, die
wir mit der Methode der kleinsten Quadrate erhalten haben. Beide Methoden
liefern also die gleichen Ergebnisse.

5.2.1 Das Modell der einfachen linearen Regression

In diesem Kapitel geben wir eine detailierte Beschreibung vom Modell der ein-
fachen linearen Regression:

Y, = Bo + Pix; + E; (i:1,...,n),
El, e ,En lld 5 5(E1> = 0, Var(&) = 0'2_

Die Y-Variable ist die Zielvariable (engl: response variable) und die z-Variable
ist die erkldrende Variable oder Co-Variable (engl: explanatory variable;
predictor variable; covariate).

Wir nehmen an, dass fiir die erkldrende Variable x gewisse Werte 1, ..., x,
vorgegeben sind. In der Regel ist die erkldrende Variable nicht zuféllig, sondern
wird von den Experimentatoren bestimmt. Deshalb notieren wir sie mit einem
Kleinbuchstaben. Anschliessend messen wir die Zielgrosse zu jedem Wert der
erkldrenden Variable. Diese hingt von x, aber auch von einem zufilligen Fehler
E; ab. Im Folgenden werden wir immer davon ausgehen, dass E; ~ N(0,0?).
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Die Zufallsvariablen E; werden 6fters als Fehler-Variablen oder Rausch-Terme
bezeichnet. Sie besagen, dass der Zusammenhang zwischen der erkldrenden und
der Ziel-Variablen nicht exakt ist. Wahrend die erkldrenden Variablen z; (i =
1,...,n) deterministisch sind, sind die Ziel-Variablen Y; Zufallsvariablen, weil
sie von der Zufallsvariablen F; abhédngen. Deshalb notieren wir Y; mit einem
Grossbuchstaben.

Das Modell ist in Abbildung 5.2 illustriert, wo fiir die Fehler-Variable eine
N(0,0.12)-Verteilung spezifiziert wurde.

Y Wabhrschein- lichkeits- dichte

1.6 18 2.0 X

Abbildung 5.2: Veranschaulichung des Regressionsmodells Y; = 4 — 2x; + E; mit
E; ~ N(0,0.1%) fiir drei Beobachtungen.

Man nennt dieses Modell "einfach”; weil nur eine z-Variable vorkommt. Spéter
werden wir die "multiple” Regression kennenlernen, bei der mehrere x-Variablen
vorkommen (z.B. Seitenzahl, Genre, Soft-/Hardcover, ...). Man nennt das Mo-
dell "linear”, weil die Parameter § linear vorkommen. D.h., wenn man nach
einem [ ableitet, dann verschwindet es in der Ableitung. Die erkldrenden Va-
riablen kénnen durchaus auf eine komplizierte, nichtlineare Art in dem Modell
auftreten.

Beispiel: Bei den folgenden Modellen handelt es sich um lineare Modelle (E; ~
N(0,0?)):

® yi = po+ fixi + E;
o y; = Bo+ Bixi + Box? + E;
e log(yi) = Bo + B1zi + E;
e log(yi) = Bo + B1log(w;) + Basin(z?) + E;
Beispiel: Bei den folgenden Modellen handelt es sich nicht um lineare Modelle.

Priifen Sie dies nach, indem Sie nach jedem Parameter ableiten. Wenn der
Parameter noch in der Ableitung vorkommt, ist das Modell nichtlinear.

e y; = foexp(Pix;) + E; (B1 verschwindet beim Ableiten nicht)
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e y; =log(Bo + fix; + E;) (weder 5y noch 31 verschwinden beim Ableiten)

Manchmal kann man ein nichtlineares Modell durch geschickte Transformation
linearisieren.

Beispiel: Wie oben gesehen, ist das Modell y; = log(8y + f1x; + E;) nichlinear,
weil weder By noch 81 beim Ableiten verschwinden. Allerdings kénnen wir auf
beide Seiten der Gleichung die Funktion exp anwenden. Wir erhalten dann
exp(y;) = Bo + fizi + E;. Nun ist das Modell linear. Manche Modelle sind
allerdings nicht linearisierbar. y; = By exp(f1x;)+ E; ist z.B. nicht linearisierbar.

Beachten Sie, dass alle besprochenen Modelle einen additiven Fehler ("4E;”)
hatten.

5.2.2 Parameterschitzungen

Die unbekannten Modell-Parameter in der einfachen linearen Regression sind
Bo, P1 und auch die Fehlervarianz o2. Die Methode der Kleinsten-Quadrate
liefert die folgenden Schétzungen:

Bo, Bl sind Minimierer von Z(Yz —(Bo + 51%))2'
i=1

Die Losung dieses Optimierungsproblem ergibt:

Z?:l(yi - Yn)(xz — Tp)
Z?:l (z; — Tp)?
BO = Yn— Blfn-

B =

Das Prinzip der Kleinsten-Quadrate liefert sogenannt erwartungstreue Schét-
zungen:

E(Bo) = Bo, E(B1) = B

Das heisst, dass die Schitzungen keinen systematischen Fehler haben, sondern
um die wahren Parameter herum streuen (wére z.B. & (Bl) > 31, dann wéi-
re 31 systematisch zu gross). Man kann auch die Standardabweichungen der
Schitzungen, die sogenannten Standardfehler berechnen. Von Interesse ist ins-
besondere das Resultat fiir Blz

~ g

s.e.(B1) = VI (@ — 3n)2

Fiir die Schitzung von o2 beniitzen wir das Konzept der Residuen. Falls wir
Realisationen der Fehler-Terme E; beobachten kénnten, so kénnten wir die em-
pirische Varianzschiitzung fiir 0 verwenden. Hier approximieren wir zuerst die
unbeobachteten Fehler-Variablen E; durch die Residuen:
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Da E; =Y; — (Bo + B1z;) scheint die Approximation R; ~ FE; verniinftig. Als
Varianzschitzung benutzt man dann:

1 n
62 = > R:. (5.1)
i=1

n—24

Dabei ist zu beachten, dass (bei einfacher linearer Regression mit einem Ach-
senabschnitt fy) gilt: ;| R; = 0. Das heisst, die Varianzschétzung in (5.1)
ist wie die empirische Varianz bei einer Stichprobe (siehe Kapitel 4.7.1), ausser
dass wir den Faktor 1/(n — 2) anstelle von 1/(n — 1) nehmen. Dieser Faktor
entspricht der folgenden Faustregel: 1/(n — Anzahl Parameter), wobei die An-
zahl Parameter ohne den zu schitzenden Varianz-Parameter zu zéhlen ist (in
unserem Falle sind dies die Parameter 5y, (7).

Bei einem Datensatz mit realisierten y; (i = 1,...,n) werden die Schitzun-
gen mit den Werten y; anstelle von Y; gerechnet. Zum Beispiel sind dann die
realisierten Residuen von der Form r; = y; — (89 — S1x).

5.2.3 Tests und Konfidenzintervalle

Wir diskutieren hier die 2. und 3. Grundfragestellung (siehe Kapitel 3.1) im
Kontext der einfachen linearen Regression. Dabei werden wir entscheidend mehr
Schlussfolgerungen ziehen, als bloss eine best passende Regressionsgerade zu
finden.

Der t-Test in der Regression

Wir betrachten hier als Beispiel den folgenden Datensatz. Es wurden n = 111
Messungen gemacht von mittlerer téglicher Temperatur (z-Variable) und mitt-
lerem téglichem Ozongehalt (Y-Variable). Die Daten und die Regressionsgerade
Bo + Biz sind in Abbildung 5.3 ersichtlich.

Die interessierende Frage in der Praxis lautet: Hat die Temperatur einen Einfluss
auf den Ozongehalt? Fiir diese Fragestellung hat man einen statistischen Test
entwickelt. Es stellt sich heraus, dass dieser Test mit dem t-Test in Kapitel 4.7.2
fast vollig identisch ist. Er wird daher auch t-Test genannt.

1. Modell:
Y; = Bo + frzi + E;, E1,...,E, iid. N(0,0?). (5.2)

2. Nullhypothese: Hy: 51 =0
Alternative: Hy : 1 # 0 (Es wird hier iiblicherweise ein zwei-seitiger
Test durchgefiihrt)

3. Teststatistik:

_ beobachtet — erwartet Bl -0
~ geschitzter Standardfehler se.(B1)
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Ozon versus Temperatur

ozone

60 70 80 90

temperature

Abbildung 5.3: Streudiagramm und angepasste Regressionsgerade fiir den Ozon-
Temperatur Datensatz.

Dabei ist der geschiitzte Standardfehler

3.8y = \/Var(By) = o .
) () Vi (@i — Tn)?

Verteilung der Teststatistik unter Hy: T ~ t,,_o

4. Signifikanzniveau: «

5. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

K= (_007 _tnf2;17%] U [tn72;17%7 OO)

6. Testentscheid: Uberpriife, ob der beobachtete Wert der Teststatistik im
Verwerfungsbereich liegt.

Vollig analog erhélt man auch einen Test fiir Hy : By = 0 bei zweiseitiger
Alternative Ha : By # 0.

P-Werte

Der P-Wert dieses zweiseitigen t-Test kann dann analog wie in Kapitel 4.7.2
berechnet werden (mit n — 2 anstelle von n — 1 Freiheitsgraden). Er wird auch
von statistischer Software geliefert, sodass man ihn in der Praxis nicht von Hand
ausrechnen muss.
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Konfidenzintervalle

Basierend auf der Normalverteilungsannahme erhélt man die folgenden zwei-
seitigen Konfidenzintervalle fiir 5; (¢ = 0,1) zum Niveau 1 — a:

B; — S/-E-(Bi)tn—2;1—a/2; Bi + S/.E.(Bi)tn—Q;l—a/ﬂ

Fiir grosse Werte von n ist die Normalverteilung eine ausgezeichnete Approxi-
mation der t-Verteilung. Daher kann man ¢,,_s.;_, /o mit ®~1(1—/2) approxi-
mieren. Sie sollten sich merken, dass ®~1(1 — 0.05/2) = ®-1(0.975) ~ 2. D.h.,
eine gute Faustregel fiir ein 95%-Vertrauensintervall ist (analog fiir 31):

[Bo — 2 - 5%8.(Bo); Bo + 2 - 5:6.(6o)]

Beispiel: Der Computer hat Sy und (1 geschitzt und liefert Bl = 1.2 und
s@.(f1) = 0.3. Diese Parameter wurden mit einem Datensatz berechnet, der
n = 10 Daten hatte. Was ist ein 95%-Vertrauensintervall fiir den wahren Wert
von 317 Die Normalapproximation liefert das approximative Vertrauensinter-
vall: [1.2 —2-0.3;1.2 +2-0.3] = [0.6;1.8]. Das genaue Vertrauensintervall
erhilt man unter Verwendung der t-Verteilung (¢,-2:0.975 = ts.0.975 = 2.31):
[1.2—2.31-0.3;1.242.31-0.3] = [0.51; 1.89]. Wir sehen, dass das exakte Vertrau-
ensintervall etwas grosser als das approximative Vertrauensintervall ist. Dieses
Verhalten tritt in diesem Zusammenhang immer auf und ist umso deutlicher,
je kleiner n ist.

5.2.4 Das Bestimmtheitsmass R?

Die Giite eines Regressionsmodells kann mit dem sogenannten Bestimmtheits-
mass R? quantifiziert werden. Dazu betrachten wir eine Beziehungen zwischen
verschiedenen Variations-Quellen. Wenn wir mit g; = BO + lei den Wert der
angepassten Geraden beim Wert x; bezeichnen, dann gilt

n

i =) _wi— 0+ Gi-7)° (5.3)
=1

i=1 i=1

-

SSY SSE SSR
(Das Besondere an dieser Gleichung ist, dass das Doppelprodukt 2, (y; —
9i)(9; — y) gleich Null ist.) Dabei beschreibt SSy die totale Variation der Ziel-
variablen (ohne Einfluss der erkldrenden Variablen z), SSg die Variation des
Fehlers (Residuen-Quadratsumme), und SSg die Variation, welche durch die

Regression erklért wird (Einfluss der erkldrenden Variablen z). Das Bestimmt-
heitsmass ist dann wie folgt definiert:

 SSg

2
. SSy’

(5.4)

und beschreibt den Anteil der totalen Variation, welche durch die Regression
erklirt wird. Wegen (5.3) gilt, dass 0 < R? < 1: falls R? nahe bei 1 ist, so
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erklirt das Regressionsmodell viel der totalen Variation und ist somit gut; falls
R? ~ 0 taugt das Regressionsmodell nicht besonders viel.

Das Bestimmtheitsmass entspricht der quadrierten Korrelation zwischen den
beobachteten Werten der Zielgrosse und den geschétzten Werten der Zielgrosse.

2 A2
R _pyfﬂ

5.2.5 Allgemeines Vorgehen bei einfacher linearer Regression

Grob zusammengefasst kann bei einfacher linearer Regression folgendemassen
vorgegangen werden.

1. Anpassen der Regressionsgeraden; d.h. Berechnung der Punktschétzer

607 61-

2. Testen ob erkldrende Variable x einen Einfluss auf die Zielvariable Y hat
mittels t-Test fir Hy : f1 = 0 und H, : p1 # 0. Falls dieser Test
nicht-signifikantes Ergebnis liefert, so hat die erkldrende Variable keinen
signifikanten Einfluss auf die Zielvariable.

3. Testen ob Regression durch Nullpunkt geht mittels t-Test fiir Hy : Sy =0
und Hy : Bg # 0. Falls dieser Test nicht-signifikantes Ergebnis liefert, so
beniitzt man das kleinere Modell mit Regression durch Nullpunkt.

4. Bei Interesse Angabe von Konfidenzintervallen fiir 5y und f.

5. Angabe des Bestimmtheitsmass R?. Dies ist in gewissem Sinne eine in-
formellere (und zusitzliche) Quantifizierung als der statistische Test in
Punkt 2.

6. Uberpriifen der Modell-Voraussetzungen mittels Residuenanalyse. Dieser
wichtige Schritt wird ausfiihrlicher in Kapitel 5.2.6 beschrieben.

5.2.6 Residuenanalyse

Wir werden hier graphische Methoden beschreiben, basierend auf realisierten
Residuen 7;(i = 1,...,n), welche zur Uberpriifung der Modell-Voraussetzungen

fiir die einfache lineare Regression eingesetzt werden kénnen. Die Modell-Voraussetzungen
sind die folgenden; in Klammern stehen die Methoden, mit denen man die An-

nahmen priifen kann:

1. £(E;) =0.
Somit gilt £(Y;) = By + Pix;, das heisst: es gibt keinen systematischen
Fehler im Modell.
Abweichungen von dieser Annahme konnten zum Beispiel durch einen
komplizierteren Zusammenhang zwischen x und Y (z.B. y; = 812? + E;)
verursacht sein. (Priife im Tukey-Anscombe Plot)
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2. Fq,...,E,iid.
i.i.d. steht fiir "independent and identically distributed”.
Da die Fehler voneinander unabhéngig sein miissen, diirfen sie z.B. keine
"serielle Korrelationen” aufweisen; d.h., Corr(E;, E;) = 0 fiir ¢ # j. Am
einfachsten sieht man serielle Korrelationen, wenn man die Beobachtungen
in ihrer Messreihenfolge aufzeichnet. (Priife in einem Plot, in dem die
Beobachtungen in der Messreihenfolge aufgezeichnet werden.)
Da die Fehler gleich verteilt sein miissen, muss insbesondere auch die
Varianz der Fehler gleich sein. (Priife im Tukey-Anscombe Plot)

3. By,...,E,iid. N(0,02).
Die Fehler sind normalverteilt. Abweichungen kénnte durch eine lang-
schwiinzige Fehlerverteilung verursacht sein. (Priife in einem Normalplot.)

Der Ubergang zwischen Verletzen und Einhalten der Modellvorraussetzungen
ist fliessend. Wenn eine Modellannahme nur leicht verletzt ist, sind die Ergeb-
nisse sicher noch brauchbar. Je deutlicher die Verletzung erkennbar ist, desto
skeptischer sollte man allerdings gegeniiber den geschitzten Werten (v.a. P-
Werte und Vertrauensintervalle) sein.

Der Tukey-Anscombe Plot

Der wichtigste Plot in der Residuenanalyse ist der Plot der Residuen r; gegen
die angepassten Werte g;, der sogenannte Tukey-Anscombe Plot.

Im Idealfall: gleichmissige Streuung der Punkte um Null.
Abweichungen:
- kegelformiges Anwachsen der Streuung mit ¢;
evtl. kann man die Zielvariable logarithmieren (falls Y;’s positiv sind), d.h.
man benutzt das neue Modell

log(Y;) = Bo + Brx; + €.

- Ausreisserpunkte

evtl. kénnen robuste Regressions-Verfahren verwendet werden (siehe Litera-
tur)
- unregelméssige Struktur

Indikation fiir nichtlinearen Zusammenhang

evtl. Ziel und/oder erklérende Variablen transformieren

Fiir den Ozon-Datensatz ist der Tukey-Anscombe Plot in Abbildung 5.6 gezeigt.

Nichtlineare Zusammenhinge kénnen in der Praxis natiirlich vorkommen: sie
zeigen an, dass die Regressionsfunktion nicht korrekt ist. Abhilfe schaffen die
Aufnahme zusétzlicher erklirender Variablen (z.B. quadratische Terme, siehe
Kapitel 5.3.1) oder - wie bereits oben angedeutet - Transformationen der erkl-
renden und/oder der Ziel-Variablen. Ein einfaches Beispiel ist in Abbildung 5.4
gezeigt, bei dem es um den Zusammenhang zwischen Tiefe und Fliessgeschwin-
digkeit von Béchen geht. Bei einfacher Regression zeigt der Tukey-Anscombe
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Abbildung 5.4: Streudiagramm von Tiefe und Fliessgeschwindigkeit (oben
links), Tukey-Anscombe Plots fiir einfache lineare Regression (oben rechts), fiir
lineare Regression mit Fliessgeschwindigkeit und Quadrat der Fliessgeschwin-
digkeit als erkldrende Variable (unten links) und fiir einfache lineare Regression
mit logarithmierten Variablen log(Y') und log(z) (unten rechts).

Plot eine klare nichtlineare Struktur, die verschwindet, wenn man entweder
einen quadratischen Term dazunimmt (siehe Kapitel 5.3.1) oder wenn man bei-
de Variablen logarithmiert (d.h. einen Potenzzusammenhang anpasst mit dem
Modell

log(Y;) = Bo + Bilog(z;) +& (i=1,...,n)).

Mit so wenigen Daten kann man zwischen diesen beiden Modellen nicht un-
terscheiden. Die Nichtlinearitdt des Zusammenhangs ist natiirlich auch im ur-
spriinglichen Streudiagramm ersichtlich, wenn man genau hinschaut. Haufig
sind aber Abweichungen von der Linearitéit im Tukey-Anscombe Plot besser zu
sehen.

Damit Sie ein Gefiihl fiir den Tukey-Anscombe Plot entwickeln kénnen, sind in
Abb. 5.5 neun Tukey-Anscombe Plots dargestellt. In der Bildunterschrift wird
erklart, wie sie zu interpretieren sind.

Plot beziiglich serieller Korrelation
Um die Unabhéngigkeitsannahme der E1, ..., E, zu tiberpriifen, kann der fol-
gende Plot gemacht werden: plotte r; gegen die Beobachtungsnummer 4.

Im Idealfall: gleichmaissige Streuung der Punkte um Null.
Abweichungen:
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Abbildung 5.5: Tukey-Anscombe Plots. (a) Der Plot zeigt einen Trichter, der
nach rechts grosser wird. D.h., die Fehlervarianz nimmt zu, wenn die beob-
achteten Werte der Zielgrosse gross sind. Damit ist die Annahme der gleichen
Fehlervarianzen verletzt und die lineare Regression liefert keine zuverldssigen
Werte. Evtl. kann man das Problem l6sen, indem man die Zielgrosse transfor-
miert. (b) Der Plot zeigt einen Trichter, der nach rechts kleiner wird. Wie in
Fall (a) sind die Annahmen verletzt und die Regression liefert keine zuverlés-
sigen Schétzwerte. (c) Die Punkte folgen einer U-férmigen Kurve. Das wahre
Modell scheint komplizierter zu sein als das von uns angepasste. Evtl. kann
man das Problem 16sen, indem man einen quadratischen Term als erklarende
Variable hinzufiigt. (d-1) In diesen Plots ist kein Muster zu erkennen. Sie stellen
einwandfreie Tukey-Anscombe Plots dar.

- langfristige Zonen mit durchwegs positiven oder negativen Residuen;

die Punktschétzungen sind immer noch OK, aber die Tests und Konfidenz-
intervalle stimmen nicht mehr; evtl. Regression mit korrelierten Fehlern ver-
wenden (siehe Literatur)

Fiir den Ozon-Datensatz ist der serielle Korrelations-Plot in Abbildung 5.6 ge-
zeigt.

Der Normalplot

Mit dem Normalplot (siehe Kapitel 4.5.5) konnen wir die Normalverteilungsan-
nahme in (5.2) tiberpriifen.

Im Idealfall: approximativ eine Gerade
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Abweichungen:
- Abweichung von einer Geraden evtl. robuste Regression benutzten (siehe
Literatur)

Fiir den Ozon-Datensatz ist der Normalplot in Abbildung 5.6 gezeigt.

Tukey-Anscombe
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Abbildung 5.6: Ozon-Datensatz: Streudiagramm mit angepasster Regression-
gerade (oben links); Tukey-Anscombe Plot (oben rechts); Normalplot (unten
links); serieller Korrelations-Plot (unten rechts).

Das Auffinden eines guten Modells

Oftmals werden mehrere Modelle in einer Art “workflow-feedback” Prozefl be-
trachtet und angepasst. Man beginnt mit einem ersten Modell; dann, aufgrund
von Residuenanalyse wird das Modell modifiziert. Das modifizierte Modell (im-
mer noch als linear angenommen in evtl. transformierten Variablen) wird wie-
derum mit linearer Regression angepasst, und mit Residuenanalyse wird das
neue Modell beurteilt. Dieses Vorgehen wird iteriert bis man ein “zufriedenstel-
lendes” Modell gefunden und angepasst hat.

5.3 Multiple lineare Regression

Oftmals hat man mehrere erkldrende Variablen z;1,...,z;,—1 (p > 2).
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5.3.1 Das Modell der multiplen linearen Regression

Das Modell ist wie folgt:

p—1
Y; = Bo + Zﬁj%’,j + E;,
=1
By,... E,iid., £&(E;) =0, Var(&;) = o2

Wie bei der einfachen linearen Regression nehmen wir an, dass die erklédrenden
Variablen deterministisch sind. Es ist oftmals niitzlich, das obige Modell in
Matrix-Schreibweise darzustellen:

Y = X x B + E

nxl1 nxXp px1 nx1 (5.5)
wobei X eine (nxp)-Matrix ist mit Spaltenvektoren (1,1,..., 1), (z11,221,...,251)7
und letztendlich (z1p—1,22p-1,. .- ,:nm,,l)T.

Beispiele von multipler linearer Regression sind unter anderen:

e Einfache lineare Regression: Y; = 0y + f1z; + E; (i =1,...n).

1 T1
1 ) /80
D A1
1 x,

e Lineare Regression mit mehreren erklidrenden Variablen: Y; =
Bo + Brx1i+ Beras + E; (1 =1,...n).

1 211 w21

1 x12 @22 Po
p= 3> X = . . . y /8 = Bl
) B2

1 Tin T2n

e Lineare Regression mit quadratischen erklidrenden Variablen:
Yi=Bo+ Bixi+ fea? + B; (i =1,...n).

1z 2}

1 a9 x% Bo
p=3 x=|_ . 7| s=(n

. . . 62

1 x, m%

Beachte, dass das Modell linear in den Parametern ist. Daher wird es ein
lineares Modell genannt.
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e Regression mit transformierten erklirenden Variablen:
Y, =060+ 5 log(a:ig) + B sin(my;ig) + E; (Z =1,... n)

1 log(zi2) sin(mzi3)
1 log(zg2) sin(mwa3) fo

) B = ﬁl
B2

p=3, X =
1 log(wpe) sin(rxns)

Wiederum ist das Modell linear in den Koeffizienten 3; und wird daher
lineares Modell genannt (obwohl es in den z;;’s nichtlinear ist).

Es gibt einen wichtigen Unterschied bei der Interpretation der Parameter bei
der einfachen und der multiplen linearen Regression.

Einfache lineare Regression: f; ist die erwartete Zunahme der Zielgrosse,
wenn x1 um eine Einheit erhoht wird.

Multiple lineare Regression: (5; ist die erwartete Zunahme der Zielgrosse,
wenn z; um eine Einheit erhéht wird und die iibrigen Variablen fixiert
werden.

Es ist i.A. nicht moglich von den Koeffizienten einer multiplen linearen Regres-
sion auf die Koeflizienten einer einfachen linearen Regression mit nur einer der
erkldarenden Variablen zu schliessen. Die umgekehrte Richtung ist auch nicht
moglich. Wenn man in einer multiplen Regression auch nur eine erklédrende Va-
riable hinzufiigt oder weglésst, konnen sich alle Parameter vollig &ndern. Man
miisste die Parameter also erneut schiitzen!

5.3.2 Parameterschitzungen und t-Tests

Analog zur einfachen linearen Regression wird meist die Methode der Kleinsten
Quadrate benutzt:

n
Bo, B, - - ., Bp—1 sind Minimierer von Z(YZ —(Bo+ Brxig + ...+ ﬁp_lxi,p_l))z.
i=1

Die eindeutige Losung dieser Optimierung ist explizit darstellbar falls p < n
(d.h., es gibt weniger Variablen als Beobachtungen):

B=(X"X)"' X"y,

wobei 3 den p x 1 Vektor (Bo, By, ... ,Bp_l)T bezeichnet, und X,Y wie in (5.5).

'Es gibt Spezialfille, bei denen man von den Koeffizienten der multiplen linearen Regression
auf die der einfachen linearen Regression und umgekehrt schliessen kann. In der Versuchspla-
nung nennt man eine solche Versuchsanordung “orthogonales Design”. In dieser Vorlesung
werden wir das aber nicht behandeln.
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Die Schéitzung der Fehlervarianz ist

.1 ¢ K
0= SR}, Ri=Yi—(bo+ Y Bjziy).

Pi3 j=1
Unter der Annahme, dass die Fehler normalverteilt sind wie in (5.2), kénnen
auch dhnlich zur einfachen Regression t-Tests fiir die folgenden Hypothesen
gemacht werden:

H()JZ,BJ':O; HA’j:ﬁj#O(jIO,...,p—l).

Der wesentliche Unterschied besteht aber in der Interpretation der Parameter:

Bj misst den linearen Effekt
der j-ten erkldrenden Variable auf die Zielvariable Y
nach Elimination der linearen Effekte
aller anderen Variablen auf Y (j =1,...,p—1)

Insbesondere impliziert dies, dass man die Koeffizienten 3; nicht einfach durch
einzelne, individuelle simple lineare Regressionen von Y auf die j-te erklérende
erhalten kann.

5.3.3 Der F-Test

Der (globale) F-Test quantifiziert die Frage, ob es mindestens eine erkldrende
Variable gibt, welche einen relevanten Effekt auf die Zielvariable (im Sinne der
linear Regression) hat. Die folgende Nullhypothese wird beim (globalen) F-Test
betrachtet:

H(): 61:-"26117—1:0
H, : mindestens ein 5; #0 (j=1,...,p—1).

Der P-Wert des (globalen) F-Tests wird in der Regel mit dem Computer be-
rechnet.

Manchmal kann es sein, dass der F-Test einen sehr kleinen P-Wert (signifikant)
liefert, die P-Werte der t-Tests aller Parameter aber sehr gross sind (nicht signi-
fikant). Das kann auftreten, wenn zwei Variablen (oder mehr) stark korreliert
sind. Am besten priift man also die Korrelation zwischen allen erkldrenden Va-
riablen. Falls zwei Variablen stark korreliert sind, ldsst man einfach eine von
beiden weg (die andere bringt ndmlich keine zusétzliche Information).

5.3.4 Das Bestimmtheitsmass R?

Das Bestimmtheitsmass R? ist in der multiplen linearen Regression iiber die
Formel (5.4) definiert (mit Hilfe der Zerlegung in (5.3)). Wie bei der einfachen
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linearen Regression, entspricht das Bestimmtheitsmass der quadrierten Korre-
lation zwischen den beobachteten Werten der Zielgrésse und den geschétzten
Werten der Zielgrosse.

2 A2
R _pyya

5.3.5 Residuenanalyse

Die Residuenanalyse geht vollig analog zu Kapitel 5.2.6. Das allgemeine Vor-
gehen bei multipler linearer Regression ist wie in Kapitel 5.2.5, unter Einbezug
des F-Tests nach dem Schritt 1.

5.4 Software

Mit der Statistik-Software R (und auch mit den meisten anderen Statistik Pro-
grammen) kann man einfache und multiple Regressionen problemlos ausfiihren.
Wir zeigen jeweils ein Beispiel und illustrieren den Computer-Output.

5.4.1 Einfache lineare Regression

Wir behandeln das fiktive Beispiel mit den Buchpreisen. Zunéchst laden wir die
Daten:

x <- ¢(50,100,150,200,250,300,350,400,450,500)
y <= ¢(9.9,10.7,13.3,15.2,16.4,23.6,23.5,21.1,28.9,29.1)

Anschliessend wird die Funktion 1m verwendet um ein lineares Modell zu schét-
zen. Das erste Argument ist dabei eine Formel, die angibt, welche Variable die
erklirende und welche Variable die Zielgrosse ist: y ~ x gibt an, dass y die
Zielgrosse und x die erkldrende Variable ist. Wir speichern das Resultat unter
der Variablen fm ab:

fm <- 1m(y ~ x)

Mit der Funktion summary kann man das Ergebnis {ibersichtlich darstellen.
summary (fm) liefert:

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.6958 -0.5944 -0.2203 0.9300 3.3048

Coefficients:
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Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) 6.793333 1.391060 4.884 0.00122 *x
X 0.045006 0.004484 10.037 8.25e-06 **x

Signif. codes: 0O ‘“*xx’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘*x’ 0.05 “.” 0.1 ¢’ 1

Residual standard error: 2.036 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9264,Adjusted R-squared: 0.9172
F-statistic: 100.8 on 1 and 8 DF, p-value: 8.254e-06

In den ersten beiden Zeilen wird der Funktionsaufruf reproduziert. In dem néch-
sten Abschnitt erhilt man einen Uberblick iiber die Residuen. Hier sollte man
sich fragen, ob das Maximum oder Minimum aussergewohnlich grosse Werte
annimmt (das konnte z.B. auftreten, wenn man bei dem Eintippen der Da-
ten den Dezimalpunkt bei einer Beobachtung um eine oder ein paar Positionen
verschoben hat; also z.B. 103.0 statt 1.030). In dem Abschnitt Coefficients
steht eine Tabelle mit allen wichtigen Informationen zu den geschétzten Pa-
rametern. In der ersten Spalte steht in der ersten Zeile (Intercept). Diese
Zeile behandelt den Parameter (By. In der zweiten Zeile steht x. Diese Zei-
le behandelt den Parameter ;. Falls es noch mehr erkldrende Variablen ge-
ben wiirde, wiirden sie in den néchsten Zeilen folgen. Die zweite Spalte mit
dem Titel Estimate beinhaltet die geschéitzten Parameterwerte. In diesem Bei-
spiel ist also By = 6.793 und B, = 0.045. Die dritte Spalte mit dem Titel
Std. Error zeigt den geschitzten Standardfehler des Parameters an. In die-
sem Beispiel ist also s¢.(6) = 1.391 und §6.(3;) = 0.0044. Wenn wir nun
testen wollen, ob die Daten plausibel sind, wenn ein Parameter gleich null
ist, miissen wir den t-Test aus Kapitel 5.2.3 machen. Die Teststatistik wurde
von dem Computer schon berechnet. Sie ist gerade der Quotient aus geschétz-
tem Wert und geschétzter Standardfehler. Fiir den Parameter [y ergibt sich:

_ _ B _ 6.793 __ _ _B _0.045 __
tg = S/.E.(OB()) = T591 = 4.884 und t; = s”.E.(IBl) = 500481 = 10.037. In der letz-

ten Spalte werden die daraus berechneten P-Werte dargestellt. Der P-Wert, fiir
die Hypothese Hy : fp = 0 (mit zweiseitiger Alternative) ist 0.00122. Der P-
Wert fiir die Hypothese H : 81 = 0 (mit zweiseitiger Alternative) ist 8.25E-6
(= 8.25-1079). Direkt nach dem P-Wert wird mit Sternchen dargestellt, auf wel-
chem Signifikanzniveau der Parameter unterschiedlich von null ist (z.B. bedue-
tet *’, dass der Parameter auf dem 5% Signifikanzniveau von null verschieden
ist; siehe die Zeile mit Signif. codes). Man sieht, dass beide Parameter hochsi-
gnifikant von null verschieden sind. Ein approximatives 95%-Vertrauensintervall
fiir 5o ist [6.79 —2-1.39;6.79+42-1.39]. Fiir das exakte 95% Vertrauensintervall
muss man t19—2.0.975 = 2.31 in der Tabelle nachschlagen. Man erhélt dann als
exaktes 95%-Vertrauensintervall [6.79 —2.31-1.39;6.79 +2.31 - 1.39]. Man kann
auf drei Arten erkennen, dass [y auf dem 5%-Niveau (allgemein: «) von Null
verschieden ist:

1. Der P-Wert ist kleiner als 5% (o)

2. Der t-Wert ist grosser als t19_9,1_q/2 ~ 2
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3. Das 95%-Vertrauensintervall (1 — « Vertrauensintervall) enthélt die null
nicht.

In dem letzten Abschnitt wird zunsichst die Fehlervarianz o? geschitzt. In die-
sem Beispiel ist 6 = 2.036. Nun haben wir genug Informationen, um das ganze
Modell aufzuschreiben:

Y; =6.7940.0452; + E; (i =1,...,n),
Ey,...,E, ~N(0,2.036%)

Nach der Fehlervarianz steht noch die Information on 8 degrees of freedom.
Sie sind wichtig fiir den t-Test. Die "degrees of freedom” entsprechen n—p, wobei
n die Anzahl Beobachtugen und p die Anzahl (s ist, die man geschétzt hat. In
unserem Fall ist n = 10 und p = 2. Daher sind die ”degrees of freedom” gleich
8 (Sie konnten also aus dem Output alleine sehen, wie viele Daten man zur
Verfiigung hatte: degrees of freedom + Anzahl geschétzter Ss).

Die Residuen des geschétzten Modells fm sind unter fm$resid gespeichert. Die
vom Modell angepassten Werte sind unter fm$fitted gespeichert. Den Tukey-
Anscombe Plot kann man also mit dem Befehl plot(fm$fitted, fm$resid)
einfach darstellen. Fiir den Normalplot kann man den Befehl qgnorm (fm$resid)
verwenden. Um die Residuen in ihrer Beobachtungsreihenfolge zu zeichnen?,
verwendet man den Befehl plot(1:length(fm$resid), fm$resid).

Unter Multiple R-squared ist der Wert von R? angegeben. In dieser Vorlesung
haben wir die Grosse Adjusted R-squared nicht besprochen. In der letzten
Zeile kommt schliesslich noch der F-Test, den wir in Kapitel 5.3.3 behandelt
haben. Die Nullhypothese Hy : B9 = 81 = 0 kann also wegen des kleinen P-
Wertes von 8.25 - 1075 verworfen werden.

5.4.2 Multiple Lineare Regression

Der Computeroutput fiir die multiple lineare Regression ist praktisch identisch
mit dem Output der einfachen linearen Regression. Der einzige Unterschied be-
steht darin, dass fiir jede Variable eine eigene Zeile in der Tabelle Coefficients
erscheint.

Wir betrachten ein Beispiel wo die Asphalt-Qualitéiit als Funktion von 6 erkli-
renden Variablen analysiert wird.

y = RUT : "rate of rutting" = change of rut depth in inches per million
wheel passes
["rut":= ’Wagenspur", ausgefahrenes Geleise]

x1 = VISC : viscosity of asphalt

X2
x3

ASPH : percentage of asphalt in surface course

BASE : percentage of asphalt in base course

2Ich nehme an, dass der erste Eintrag in « und y zuerst gemacht wurde. Dann wurde der
zweite Eintrag beobachtet usw.
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x4 = RUN : °0/1’ indicator for two sets of runms.
x5 = FINES: 10* percentage of fines in surface course
x6 = VOIDS: percentage of voids in surface course

Die Daten sind in Abbildung 5.7 dargestellt. Die Zusammenhénge werden linea-
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Abbildung 5.7: Paarweise Streudiagramme fiir den Asphalt-Datensatz. Die Ziel-
variable ist “RUT”.

rer, wenn man die Zielvariable “RUT” logarithmiert und ebenfalls die erkldrende
Variable “VISC”.

LOGRUT : log("rate of rutting") = log(change of rut depth in inches
per million wheel passes)
["rut":= ’Wagenspur", ausgefahrenes Geleise]

x1 = LOGVISC : log(viscosity of asphalt)

x2 = ASPH : percentage of asphalt in surface course

x3 = BASE : percentage of asphalt in base course

x4 = RUN : ’0/1’ indicator for two sets of runs.

x5 = FINES: 10* percentage of fines in surface course

x6 = VOIDS: percentage of voids in surface course

<
[}

Die transformierten Daten sind in Abbildung 5.8 dargestellt.

Mittels R wird ein multiples lineares Modell angepasst. Der Output sieht wie
folgt aus:

Call:
Im(formula = LOGRUT ~ ., data = asphaltl)
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Abbildung 5.8: Paarweise Streudiagramme fiir den transformierten Asphalt-
Datensatz. Die Zielvariable ist “LOGRUT”, die log-transformierte urspriingli-
che Variable “RUT”. Die erklirende Variable “LOGVISC” ist ebenfalls die log-
transformierte urspriingliche Variable “VISC”.

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.48348 -0.14374 -0.01198 0.15523 0.39652

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) -5.781239  2.459179 -2.351 0.027280 *
LOGVISC -0.513325 0.073056 -7.027 2.90e-07 **x*
ASPH 1.146898  0.265572 4.319 0.000235 *x*x*
BASE 0.232809 0.326528 0.713 0.482731

RUN -0.618893 0.294384 -2.102 0.046199 *
FINES 0.004343 0.007881 0.551 0.586700
VOIDS 0.316648 0.110329 2.870 0.008433 *x

Signif. codes: 0O ‘*xx’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘*’> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’> 1

Residual standard error: 0.2604 on 24 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9722, Adjusted R-squared: 0.9653
F-statistic: 140.1 on 6 and 24 DF, p-value: < 2.2e-16

Wir sehen, dass die Variablen “LOGVISC”, “ASPH” und “VOID” signifikant
oder sogar hoch-signifikant sind; die Variable “RUN” ist bloss schwach signifi-
kant. Der F-Test ist hoch-signifikant, das Bestimmtheitsmass R? sehr nahe bei
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1. Die degrees of freedom sind hier n — p = 24 mit p = 7, d.h. n = 31. Die
Residuenanalyse ist mittels Tukey-Anscombe und Normalplot in Abbildung 5.9
zusammengefasst: die Normalverteilungsannahme fiir die Fehler ist eine ver-

Tukey Anscombe Plot (transformiert)

— °
oo o

00 02 04
1
o

Residuals

-0.4
1
o

Fitted values

Normal Q-Q Plot (transformiert)

Sample Quantiles
o]
Q
o

Theoretical Quantiles

Abbildung 5.9: Tukey-Anscombe Plot (oben) und Normalplot (unten) beim
Asphalt-Datensatz mit den transformierten Variablen “LOGRUT” und “LOG-
VISC”.

niinftige Approximation. Der Tukey-Anscombe Plot zeigt keine systematische
Variation ; das R? ist sehr nahe bei 1. Die multiple linear Regression erklirt
also sehr viel der totalen Variation.

Ohne log-Transformationen, d.h. das untransformierte Modell wie in Abbildung
5.7, ist das Bestimmtheitsmass R? = 0.7278, also wesentlich schlechter als im
transformierten Modell.
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Tabelle der Kumulativen Normalverteilung
O(z)=P[Z<z], Z~N(0,1)

®(z)

Bsp.: P[Z < 1.96] = 0.975

z | .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08
.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319
.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714
.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103
.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480
.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844
.6 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190
.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517
.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823
.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106
.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306
1.6 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699
1.9 | 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761
2.0 | 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854
2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887
2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913
2.4 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990
3.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993
3.2 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995
3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996
3.4 | 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997

Achtung: In der Priifung erhalten Sie evtl. eine andere/ausfiihrlichere

Tabelle
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.09

53569

.5753
.6141
.6517
.6879
.7224
. 7549

7852

.8133
.8389
.8621
.8830
.9015
L9177

9319

.9441
.9545
.9633
.9706
L9767

9817
9857

.9890
.9916
.9936
.9952
.9964

9974
9981

.9986
.9990
.9993
.9995
.9997

9998
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Perzentile der t-Verteilung

P
tar, p
BSp.Z tg; 0.975 — 2.262

df | toeo | toro | to.so | to.so | fo.9s | to.97s to.99 | t0.995
1] 0.325 | 0.727 | 1.376 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657
2 10.289 | 0.617 | 1.061 | 1.886 | 2.920 4.303 6.965 9.925
3 10.277 | 0.584 | 0.978 | 1.638 | 2.353 3.182 4.541 5.841
4 1 0.271 | 0.569 | 0.941 | 1.533 | 2.132 2.776 3.747 4.604
51 0.267 | 0.559 | 0.920 | 1.476 | 2.015 2.571 3.365 4.032
6 | 0.265 | 0.553 | 0.906 | 1.440 | 1.943 2.447 3.143 3.707
7 10.263 | 0.549 | 0.896 | 1.415 | 1.895 2.365 2.998 3.499
8 1 0.262 | 0.546 | 0.889 | 1.397 | 1.860 2.306 2.896 3.355
91 0.261 | 0.543 | 0.883 | 1.383 | 1.833 2.262 2.821 3.250
10 | 0.260 | 0.542 | 0.879 | 1.372 | 1.812 2.228 2.764 3.169
11 | 0.260 | 0.540 | 0.876 | 1.363 | 1.796 2.201 2.718 3.106
12 | 0.259 | 0.539 | 0.873 | 1.356 | 1.782 2.179 2.681 3.055
13 | 0.259 | 0.538 | 0.870 | 1.350 | 1.771 2.160 2.650 3.012
14 | 0.258 | 0.537 | 0.868 | 1.345 | 1.761 2.145 2.624 2.977
15 | 0.258 | 0.536 | 0.866 | 1.341 | 1.753 2.131 2.602 2.947
16 | 0.258 | 0.535 | 0.865 | 1.337 | 1.746 2.120 2.583 2.921
17 1 0.257 | 0.534 | 0.863 | 1.333 | 1.740 2.110 2.567 2.898
18 | 0.257 | 0.534 | 0.862 | 1.330 | 1.734 2.101 2.552 2.878
19 | 0.257 | 0.533 | 0.861 | 1.328 | 1.729 2.093 2.539 2.861
20 | 0.257 | 0.533 | 0.860 | 1.325 | 1.725 2.086 2.528 2.845
21 | 0.257 | 0.532 | 0.859 | 1.323 | 1.721 2.080 2.518 2.831
22 1 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.321 | 1.717 2.074 2.508 2.819
23 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.319 | 1.714 2.069 2.500 2.807
24 | 0.256 | 0.531 | 0.857 | 1.318 | 1.711 2.064 2.492 2.797
25 1 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.316 | 1.708 2.060 2.485 2.787
26 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.315 | 1.706 2.056 2.479 2.779
27 1 0.256 | 0.531 | 0.855 | 1.314 | 1.703 2.052 2.473 2.771
28 | 0.256 | 0.530 | 0.855 | 1.313 | 1.701 2.048 2.467 2.763
29 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.311 | 1.699 2.045 2.462 2.756
30 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.310 | 1.697 2.042 2.457 2.750
31 | 0.255 | 0.530 | 0.853 | 1.309 | 1.696 2.040 2.452 2.744
32 | 0.255 | 0.530 | 0.853 | 1.309 | 1.694 2.037 2.449 2.738
33 | 0.255 | 0.530 | 0.853 | 1.308 | 1.693 2.035 2.445 2.733
34 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.307 | 1.691 2.032 2.441 2.728
35 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.306 | 1.690 2.030 2.438 2.724
40 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.303 | 1.684 2.021 2.423 2.704
60 | 0.254 | 0.527 | 0.848 | 1.296 | 1.671 2.000 2.390 2.660
90 | 0.254 | 0.526 | 0.846 | 1.291 | 1.662 1.987 2.368 2.632
120 | 0.254 | 0.526 | 0.845 | 1.289 | 1.658 1.980 2.358 2.617
oo | 0.253 | 0.524 | 0.842 | 1.282 | 1.645 1.960 2.326 2.576

Achtung: In der Priifung erhalten Sie evtl. eine andere/ausfiihrlichere

Tabelle
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Kapitel 7

Anhang

7.1 Normalapproximation des Binomialtests: Zwischen-
rechnung

Gemiiss dem Zentralen Grenzwertsatz gilt: X,, ~ N(u,0%/n) mit g = 7 und
0% = m(1 — ). Zu zeigen ist Gleichung (4.4):

men—ﬂ>e)as2—2¢<“m>
ox

Im Folgenden verwenden wir folgende Notationen und Rechentricks:

1. Notation: Z ~ N (0,1) und somit P(Z < z) = ®(z)

2. P(IX|>¢)=P((X < —¢) U (X >¢))=P(X <—c)+P(X >c¢)

3. 2a kL ~ N(0,1)

4. P(Z<z)=P(Z<z),well P(Z=2)=0

5. P(Z<—2)=P(Z>z)=1-P(Z<?2)

Nun zeigen wir Gleichung (4.4). Zunichst werden wir standardisieren, sodass
wir die Zufallsvariable Z erhalten. Anschliessend formen wir mit Rechentricks
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um, bis wir das gewiinschte Ergebnis erhalten:

P(| X, —7|>¢) PX,—-n<—¢e)+PX,—7>¢)=

= P < TG ) -
= r(ae ) A )

Y pz < - f5)+P(Z>\f5)

© 9spz> ‘Fg)
© 2*(1—P(zgﬁ)):

ox
2*(1—@(@

\V/ne

ox

) =

= 2-20(Y=

)



