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Normalverteilung

= X ~N(uo0°)
‘X ist normalverteilt mit Erwartungswert 4 und Varianz ¢’
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Zentraler Grenzwertsatz (ZGS)

= Ann: Xy, .., X,~Fiid;, E(X;)=pu, Var(X;) = of

2

Xn ~ N(H!?)

]
aus GGZ

oder aquivalent mit S,, = X; + --- 4+ X,;:

Sn & N(nu, noy)



Empirische Quantile

Wie pruft man, ob eine Normalverteilung vorliegt?

= Histogramm der Daten mit pdf vergleichen
Schwierig kleine Abweichungen zu erkennen

= Einfacher: QQ-Plot — Theoretische Quantile gegen
Empirische Quantile

Gerade:

Normalverteilung OK
Normal Q-Q Plot

Kridmmung:

Keine Normalverteilung
Normal Q-Q Plot
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Reaktionszelt

= Reagiert ein Rechtshander mit rechts schneller
als mit links ? (analog fur Linkshander)

= Experiment:
- Population: Alle Studentinnen der VL
Stichprobe: 50 zufallige Studentlnnen angeschrieben

- Reaktionszelittest online:

- Mit jeder Hand einmal ausprobieren

- Dann mit jeder Hand nocheinmal

- Reihenfolge randomisiert (Geburtstag)

- Robust: Bei beiden Messungen das beste und schlechteste Resultat
streichen, dann mitteln und an mich senden

- Berechne “Nebenhand — Haupthand”

- Z.B.: Haupthand — 227 ms, Nebenhand — 248 ms

Differenz =248 ms — 227 ms = 21 ms

- Anreiz: Verlose Gutschein unter Teillnehmern: Riucklauf erhdhen


http://www.bbc.co.uk/science/humanbody/sleep/sheep/
http://www.bbc.co.uk/science/humanbody/sleep/sheep/
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= 50 Studentlnnen angeschrieben
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Stichprobe vs. Population

= |n der Stichprobe war die Nebenhand im Mittel um 10 ms
schneller

= Bedeutet das, dass die Nebenhand
auch in der ganzen Bevdlkerung
Im Mittel schneller ist?

= Antwort darauf:
z-Test, t-Test, Wilcoxon-Test, Vorzeichen-Test



Z-Test. oy bekannt

1.

Modell: X; ist eine kontinuierliche Messgrosse;
X1,..., Xpitd N (p, 0% )} |ox bekannt

. Nullhypothese: Hy : u = o,

Alternative: Hy : u # po (oder “<” oder “>")
Teststatistik:

(X5 —po)  v/n(X, —po)  beobachtet — erwartet
0%, Ox B Standardfehler

Verteilung der Teststatistik unter Hy: Z ~ N(0,1)

Signifikanzniveau: «

. Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik:

K= (—o00,—® 11— %)] U1 — %),oo) bei Ha: pu# o,

K= (—00,—® '1—-a)] beiHg: pu< po,
K= [ '1—-a),00) bei Hq: pu> po.

. Testentscheid: Uberpriife, ob der beobachtete Wert der Teststatistik im

Verwerfungsbereich liegt.



Problem in Praxis: oy Ist unbekannt !

= Schatze Varianz: 6% = %Z(Xi - X,)

» Neue Teststatistik: T = "8;‘ :
e

= Verteillung von T, falls H, stimmt: T~t,,_;



“Student’s” t-Verteilung — Zoo Tell 3

= Annahme: X, X5, ..., X, ~ N(u, o) und unabhangig

52 = —
X T n-1

= T=(X,— M)/(%) folgt einer

t-Vertellung mit n Freiheitsgraden’, T~t,
= Werte sind tabelliert oder im Computer verflgbar
= Fallsn=o:t, =N(0,1)
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n . (X; — X,,)? ist geschatzte Varianz

df=1

| [N,




t-Test: oy unbekannt
1.

Modell: X; ist eine kontinuierliche Messgrosse;

X1, ..., Xpiid|\N(u, 0% )| ox wird durch ox geschatzt

. Nullhypothese: Hy: u = uo,

Alternative: Hy : p # ug (oder “<” oder “>")

. Teststatistik:

T — (Xn —po)  /n(X, —po)  beobachtet — erwartet

ox. ox ~ geschitzter Standardfehler

Verteilung der Teststatistik unter Hy: 1"~ t,,_1

. Signifikanzniveau: o

. Verwerfungsbereich fr die Teststatistik:

K = <_OO7 _tn—l;l—%‘-] U [tn—l;l—%—a OO) bei HA - 7é 1o,
K = (_007 _tn—l;l—a] bei H,4 : M < o,
K= [th-11-a,00) bei Hg: pu> po.

. Testentscheid: Uberpriife, ob der beobachtete Wert der Teststatistik im

Verwerfungsbereich liegt.



Wdh: Fehler 1. Art & Macht

H, wahr

reject Hy

-

pal | Fehler 1. Art
III,II.L'I_J; II\/
L

Angenommen: u = uy + lo

0.8}

o4l |

0.2

1.2
reject Hy

Macht fur
u=po+1lo
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P-Wert (zweliseitiger Test)
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(1-a)-Vertrauensintervall fur u

= Aquivalente Definitionen:
- enthalt wahren Wert mit Wa. 1 — «
- enthalt alle Werte u,, bei denen Hy: = g vS. Hy: it # U
mit Sig.niveau a nicht verwirft

= |m t-Test, Schritt 5: Nicht verwerfen, falls
Xn—u

5% < tn—1;1—g : nach u auflosen
Jn
- N= Ox , — Ox
[ | . — k — k —
VI [xn tn—l;l—% 7 Xn + tn—l;l—% 7n

60

* Im Bsp: |—10 — 2.06 * =

= [—34;14] ms

.10 +2.06 2| =
26



Annahmen und Ausblick

= Stichprobenvarianz bekannt (z-Test)
— gelost im t-Test

= Daten normalverteilt (z-Test, t-Test)
— abgeschwacht im Wilcoxon Test
— gel6st im Vorzeichentest

= Beobachtungen unabhangig und gleich verteilt
— keine einfache LOsung
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Vorzeichentest = Binomialtest
1. Modell:

X1,..., X, 1id,
wobei X; eine beliebige Verteilung hat.

2. Nullhypothese: Hy: p = ug, (u ist der Median)
Alternative: H, : p # po (oder einseitige Variante)

3. Teststatistik: V : Anzahl X;s mit (X; > o)
Verteilung der Teststatistik unter Hy: V ~ Bin(n,my) mit 79 = 0.5

4. Signifikanzniveau: o

5. Verwerfungsbereich fr die Teststatistik: K = [0, ¢,]|U[c,, n] falls H 4 :

12 7& o,
Die Grenzen c, und c, mssen mit der Binomialverteilung oder der Nor-

malapproximation berechnet werden.

6. Testentscheid: Entscheide, ob der beobachtete Wert der Teststatistik
im Verwerfungsbereich der Teststatistik liegt.
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Bsp: Vorzeichentest

= Angenommen: Hy: u = pug = 10, Hy: u # 10
= Beobachtet: x; = 13,x, =9,x3 =17,x, = 8,x; = 14
= Vorzeichenvon x; — uy: +, -, +, -, +
= Mache Binomialtest mit
Hy:m = 0.5, Hy: m # 0.5, n=5, x=3 (Anzahl ‘+’)

= Der Vorzeichentest kann genau dann verworfen werden,
wenn der entsprechende Binomialtest verworfen wird.

= Vortell: Keine Annahme an Verteilung
= Nachtell: Kleinere Macht
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Wilcoxon-Test: Intuition

= Kompromiss zw. Vorzeichen- und t-Test
= Annahme: X;~F iid, F ist symmetrisch
= Teste Median u: Hy:u = ug

(einseitig oder zweiseitig)

—

ol
=

0.10 0.20

0.00
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Bsp: Wilcoxon-Test

= Bsp: Hy: up =0

= Beobachte -1.9,0.2,2.9, -4.1, 3.9

= Absolutbetrage: 1.9, 0.2, 2.9, 4.1, 3.9
= Range der Absolutbetrage: 2,1,3,5,4

= Rangsumme der posititven Gruppe: 1+3+4=8
Minimale Rangsumme: O
Maximale Rangsumme: 1+2+3+4+5 = 15

= Mit dem Computer:
> wilcox.test{c(-1.9, 0.2, 2.9, -4.1, 2.9, mu=0)
wilcoxon signed rank test
data: c(-1.9, 0.2, 2.9, -4.1, 3.9

v = 8, p-value =1
alternative hypothesis: true location is not equal to 0

18



0.20

Wilcoxon-Test: Intuition

—

0.10

ol
=

= Kompromiss zw. Vorzeichen- und t-Test

0.00

= Annahme: X;~F iid, F ist symmetrisch A
= Teste Median u: Hy:u = ug
(einseitig oder zweiseitig)

= |ntuition der Teststatistik
- Rangiere |x; — ugl = 1;
- Gib Rangen ursprungliches Vorzeichen von (x; — uy)
(“signed ranks”)
- Teststatistik T: Summe aller Range, beil denen (x; — uy)
positiv Ist

= Falls H, stimmt, sollte diese Rangsumme nicht zu gross
und nicht zu klein sein
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Ubersicht der Tests

Annahmen

bei a = 0.05 | flr ein Beispiel (1)

Oy X;~N Symm. iid
bekannt Verteilung
Z X X X X 1 89 %
t X X X 2 79 %
Wilcoxon X X 6 79 %
VZ X ) 48 %

(1): X;~N(u,02%),n = 10; Hy:pp = 0; Hy: u # 0; ¢ = 0.05
Macht berechnet fiir konkrete Alternative: X;~N(1,1)
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