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1 Einleitung

Im Folgenden wird ein einfaches Beispiel beschrieben und anschliessend erweitert um damit
Eigenschaften des Additiven Hazard Modells aufzuzeigen.

Sie mochten an einem Fest ein Wiirfel-Gewinnspiel durchfiihren und iiberlegen sich welche
Konsequenzen dies fiir Sie haben konnte.

Der Spieler wirft einen Farbwiirfel mit den 6 Seiten weiss, gelb, orange, rot, blau und schwarz
alle vier Sekunden wéhrend einer Minute (15 Wiirfe).

Fiir einen Wurf Weiss oder Gelb zéhlen Sie zwei Punkte, fiir Orange oder Rot vier Punkte und
fiir Blau bzw. Schwarz sechs Punkte.

Die fiir einen Gewinn bendtigte Summe der gewlirfelten Punkte legen Sie auf 24 fest. Wie
viele der Spieler werden gewinnen? Um diese Frage zu beantworten modellieren Sie das
Wiirfelspiel durch die zwei hintereinander geschalteten Zufallsprozesse, den Wiirfelprozess
und den Zéhlprozess. Der Pfad des Wiirfelprozesses liefert den Input fiir den Z&hlprozess und
die berechnete Verteilung fiir das Ereignis: der Spieler gewinnt, ergibt, dass jeder Teilnehmer
auch gewinnen wird.

Das Spiel wird nun um zwei Komponenten erweitert und vor allem entschliessen Sie sich die
Verldufe aufzuzeichnen und spiter auszuwerten. Zum Spass mochten Sie einerseits herausfin-
den ob Thre berufstdtigen Freunde anders wiirfeln als die studierenden Kollegen und anderer-
seits vermuten Sie, dass ein hoherer Gewinn einen stirkeren Anreiz schneller zu wiirfeln
auslost.

Beim erweiterten Spiel konnen die Teilnehmer eine Minute lang frei wiirfeln. Die Auswer-
tung nehmen Sie mit den Additiven Hazard Regressions Modell vor:

P
bt Z,]=B, 0+ 8,07,

k=1
Fiir Sie bedeutet h [t ‘ Z, (t)] das Risiko, dass Sie zur Zeit t einen Gewinn auszahlen miissen. Mit

Z;, (t) ist die zusétzlich zu den aufgezeichneten Spielen vorhandene Information pro Teilnehmer

bezeichnet.

(t) 1 falls erwerbstitig
H 0 falls nicht erwerbstitig

() {1 Spiel mit tiefem Gewinn
i2

0 Spiel mit hohem Gewinn

Damit lassen sich die Spieler in verschiedene Gruppen einteilen und es kann untersucht wer-
den ob ein Zusammenhang zwischen den Merkmalen einer Gruppe und dem Eintreffen eines
Gewinnes existiert. Die Art wie die Information kodiert wird ist wichtig, weil damit auch be-
stimmt wird welche der Teilnehmer als Referenzgruppe dienen.
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Bei der Referenzgruppe sind die Kovariablen Zy gerade Null und diese Beobachtungen wer-
den verwendet um die sogenannte baseline hazard rate By zu schitzen. Der Beitrag der ande-
ren Gruppen PBx wird als positive oder negative Ergénzung zur baseline hazard rate berechnet.

Die oben aufgefiihrte Definition der Kovariablen Z; fiihrt zu den vier Gruppen:

Gruppe 0 Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 3

nicht erwerbstitig nicht erwerbstitig erwerbstitig erwerbstétig
Spiel mit hohem Spiel mit tiefem Spiel mit hohem Spiel mit tiefem
Gewinn Gewinn Gewinn Gewinn
Kodierung

ijl(t): 0 und Zjﬁl(t) =0 und Z,, (t)=1 und Z,, (t)=1 und
Z,(t)=0 Z,(t)=1 Z,(t)=0 Z,(t)=1

Diese Art der Kodierung sollte vermieden werden, weil sie bei der Auswertung zu Schwierig-
keiten fiihrt. Eine bessere Kodierung wird erreicht, indem man fiir p Gruppen (p-1) Kovari-

ablen einfuhrt:

Gruppe 0:

Gruppe 1: Z

: Z

()
Gruppe 2: z, (t)
i3 (t)

falls Zj,l(t)z Ound Z,, (t)=0 und Zj’3(t)= 0

1 falls nicht erwerbstétig und Spiel mit tiefem Gewinn
0 fallsin Gruppe0, 2,3

0 fallsin GruppeO0,1,3

1 fallsnicht erwerbstitig und Spiel mit hohem Gewinn
0 fallsin GruppeO,1,2

{1 falls erwerbstétig und Spiel mit hohem Gewinn
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Als Gruppe 0 wurden die Teilnehmer definiert, die nicht zu einer anderen Gruppe gehdren
d.h. diejenigen, die erwerbstitig sind und bei einem Spiel mit tiefem Gewinn mitmachen. Es
wird vermutet, dass diese Spieler am wenigsten motiviert sind und deshalb ldnger brauchen
um die erforderliche Punktezahl zu wiirfeln.
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Das Additive Hazard Regressions Modell ermdglicht die Auswertung von Beobachtungen aus
nicht homogener Population und auch wenn die Umweltzustdnde nicht konstant sind.
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Hazardfunktionen h [t‘ Z. (t)] B Z des additiven Modells
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Wihrend das einfache Spiel berechnet werden konnte wird das erweiterte Spiel geschitzt.

Berechnung der
wahren
Verteilung

Prozesse

\ 4

Schitzung der
wahren < Population
Verteilung

Schitzung der
Verteilung der Stichprobe
Stichprobe

2 Grundlagen

2.1  Wiirfelprozess

Der betrachtete stochastische Prozess W ist eine Folge von Zufallsvariablen

W = {W(t): t € T} mit Indexmenge T = {0, 1, 2, -} fiir Prozesse in diskreter Zeit, die alle auf
dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) definiert sind.

Fiir einen derartigen Prozess W, werden die Zufallsfunktionen W(t,w): R" >R weQ,Pfad
oder Trajektorien des Prozesses genannt.

Eine stochastische Basis ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) ausgestattet mit einer
rechtsseitigen (d.h. F,, = F,) Filtration (€2, F, {Ft it 0},P). Die natiirlichste Filtration ist der

Verlauf eines stochastischen Prozesses.

Die Basismenge Q enthilt die Elementarereignisse o;, i€ [1,---,6]: {m; = weiss, o, = gelb,

3 = orange, m4 = rot, ®s = blau, wg = schwarz} also alle mdglichen Resultate des Zufalls-
experimentes.

Mit A;ie [1,---,3] c A= {o, ), Ay = {ms, 04}, Az = {®s, ®s} werden die interessieren-
den Ereignisse bezeichnet. Die Menge A der Ereignisse A; ist eine Teilmenge der Potenz-
menge P(€2) von Q.

Durch die Menge A wird die o — Algebra F definiert, fiir die gelten muss:
QeF
A eF>AfeF mitAf =Q\A,
mit (A,) (n=1, 2, 3) einer Folge von Elementen aus A gehort auch die Vereinigung
;An zu A.



Man kann auch sagen die 6 — Algebra F enthélt Q und ist unter Komplementierung und
abzihlbaren Vereinigungen abgeschlossen. Ist (€2, F) ein messbarer Raum, was hier zutrifft,
dann ist das Wahrscheinlichkeitsmass P auf F eine Abbildung, die jedem Ereignis A, € F

eine Zahl P(A;) derart zuordnet, dass gilt:
P(A,)>0; VA eF
P(Q)=1
P( ::lAn ): Z; P(An ) d.h. fiir disjunkte Ereignisse ist das Wahrscheinlichkeitsmass
additiv.

Die Wahrscheinlichkeit der interessierenden Ereignisse ist P(A, )= 4 i€[l,2,3]

(Genau genommen sind es die Pfade des Wiirfelprozesses, die 24 Punkte erreicht haben und
damit zum Ereignis des Zahlprozesses fiihren, die man betrachtet.)

Als Borel-o-Algebra B* der reellen Geraden R bezeichnet man die von der Menge der abge-
schlossenen und beschrinkten Intervalle {fa, b]: a <b} erzeugte o-Algebra. Ihre Elemente
heissen Borelmengen.

Der anfangs verwendete Begriff der Zufallsvariablen kann jetzt wie folgt definiert werden:
Fiir den gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) bezeichnet man die messbare Funktion
W von (Q, F) in (R, B") als reelle Zufallsvariable. Messbar bedeutet hier, dass die Inverse
Funktion W™'(B") auf (Q, F) abbildet.

Als Verteilungsfunktion von W ergibt sich diejenige Funktion, die jeder reellen Zahl x die
folgendermassen definierte Zahl F(x) zuordnet:

F(x)=P{W<x}=P,(]-o0,x])

Als Punktgewicht von W bezeichnet man die durch n(x)= P{X = x} definierte Abbildung
n(-): R — R". Das Punktgewicht n() ist vollstdndig durch die Verteilung (und damit auch
durch die Verteilungsfunktion F) bestimmt. Die Zahl n(x) ist die Sprunghshe von F in x. Fiir
die betrachtete Zufallsvariable W und allgemein fiir diskrete Zufallsvariablen gilt, dass die
Summe Zﬂ(x) gleich Eins ist.



2.2 Zahlprozess

Der Zahlprozess ist im wesentlichen eine Auswertung des zugrunde liegenden Wiirfelprozes-
ses. Man konnte sagen, dass der Zahlprozess die zeitliche Dimension erfasst.

P(A) /P(G))

Verteilung des Zéhlprozesses
Léangsschnitt

Verteilung des
Wiirfelprozesses
Querschnitt

Aus dem Seminarvortrag vom 2. Mai 06, Einfiihrung in die Uberlebensanalyse: Teil 1, seien einige
Definitionen nochmals angegeben.

Die Uberlebensfunktion ist definiert als: S(t) =P[T; > 1]

Ist die Ausfallszeit T diskret mit den Werten T, j =1, 2, ... so dass T; < T,< ..., dann ist S(t) eine
monoton fallende Treppenfunktion und es gilt:

S() =D P[T=T,]= ) p(T)

Tj>t Tj>t
_ o , _ Pt<T<t+At|T>t]
Die Hazardfunktion ist definiert als: X(t) = lim,_,, At >0
o | | I Coplm)
Fiir diskrete Ausfallzeiten T schreibt man X(Tj)— P[T =T, ‘ T>T,]= , 1=1,2,..
mit S(To) = 1: S(T;.,)

Die kumulierte Hazardfunktion lautet im diskreten Fall:

A(t) = Z 7L(Ti )

Ti<t

Der Kaplan-Meier Schitzer fiir die Uberlebensfunktion S(t):

o)

s<t
Der Nelson-Aalen Schitzer fiir die kumulierte Hazardfunktion A(t):

A= 20

s<t Y(S)
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