Regression

Skript zur Vorlesung im SS 2006

von Professor Sara van de Geer

Verfasst von Professor Hansruedi Kiinsch, unter Verwendung
der Mitschrift der Vorlesung von Professor Frank Hampel

durch Rolf Steiner (SS 94)

Seminar fiir Statistik
ETH Ziirich

Marz 2006






Inhaltsverzeichnis

1 Lineare Regression 5
1.1 Einfihrung: Fragestellung . . . . . . . . .. .. ... ... ... 5
1.1.1 Beispiele, Historisches . . . . . . .. .. ... ... .. ........ 5
1.1.2 Lineares Modell, Beispiele . . . . . . .. ... ... ... ... .. 7

1.2 Die Voraussetzungen des linearen Modells . . . . .. ... ... .. ..... 11
1.3 Kleinste Quadrate Schitzung . . . . . . . . .. ... ... ... 15
1.3.1 Normalengleichungen . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 15

1.3.2 Geometrische Interpretation . . . . . . . . ... ... ... ... ... 16

1.3.3 Zusammenhang mit MLE bei Normalverteilung . . . . . . . . .. .. 18

1.3.4 Warum nicht Regression auf jede Variable einzeln 7 . . . . . .. .. 18

1.4 Eigenschaften der KQ-Schiatzung . . . . . . .. ... ... . ... ...... 19
1.4.1 Momente ohne Normalverteilungsannahmen . . . . . . . .. . .. .. 20

1.4.2  Verteilungen unter Annahme der Normalverteilung . . . . . . .. .. 21

1.4.3 Asymptotische Normalitat . . . . . . . .. ... ... ... ...... 22

1.5 Tests und Vertrauensintervalle . . . . . .. ... ... ... ... ..., 23
1.5.1 Die grundlegenden Teststatistiken . . . . . .. ... .. ... .... 23

1.5.2  Vertrauensband fiir die ganze Hyperebene . . . . . . .. .. ... .. 24

1.5.3 Vergleich zweier geschachtelter Modelle, Varianzanalyse . . . . . .. 25
1.5.4 Bestimmtheitsmass . . . . . . . . ... . Lo 28

1.6 Einfache lineare Regression . . . . . .. . ... ... ... ... 29
1.6.1 Resultate im Spezialfall der einfachen linearen Regression . . . . . . 29

1.6.2 Regression und Korrelation . . . . . ... ... ... .. ....... 30

1.6.3 Vertauschung von X und Y, Regression zum Mittel . . . . . . .. .. 32

1.7 Residuenanalyse, Modelliiberpriifung . . . . . . . .. ... ... .. ..... 34
1.71 Normalplot . . . . . . .. . 34

1.7.2  Tukey-Anscombe Plot . . . ... ... ... ... ... ........ 36

1.7.3 Zeitreihenplot, Durbin-Watson Test . . . . . . ... .. ... .. .. 37
1.7.4 Interior Analysis . . . . . . . . . . ... 39

1.7.5  Verallgemeinerte Kleinste Quadrate, Gewichtete Regression . . . . . 40

1.8 Modellwahl . . . . . . . ... 41
1.8.1 Modellwahl mit “stepwise regression” . . . . . . . .. ... ... ... 42

1.8.2 Modellwahlkriterien . . . . . .. .. ... ... .. ... 43

1.9 Das Gauss-Markov-Theorem . . . . . . . . . ... ... .. .. ... 47
2 Nichtlineare und nichtparametrische Methoden 51
2.1 Robuste Methoden . . . . . . ... ... 51
2.1.1 Einfluss einzelner Beobachtungen bei Kleinsten Quadraten . . . . . 51
2.1.2 Huber- und Li-Regression . . . . . . .. . .. ... ... ....... 53



4 INHALTSVERZEICHNIS

2.1.3  Regressionsschitzer mit beschranktem Einfluss . . . . . . ... ... 95
2.1.4  Regressionsschitzer mit hohem Bruchpunkt . . . . . ... ... ... 56

2.2 Nichtlineare Kleinste Quadrate . . . . . . . . .. ... ... .. ....... Y
2.2.1 Asymptotische Vertrauensintervalle und Tests . . . . . . . .. .. .. 59
2.2.2  Genauere Tests und Vertrauensintervalle . . . . . . . ... ... ... 59

2.3 Verallgemeinerte Lineare Modelle . . . . . . . .. .. ... ... ....... 61
2.3.1 Logistische Regression . . . . . . ... ... ... ... .. ...... 61
2.3.2 Allgemeiner Fall . . . . ... . ... .. o 62

24 Cox-Regression . . . . . . . . . . 63
2.5 Nichtparametrische Regression . . . . . ... .. .. ... ... ....... 64
2.5.1 Einige Verfahren im eindimensionalen Fall . . . . . . ... ... ... 65
2.5.2 Bias/Varianz-Dilemma . . . . . . . ... ... 0o 67
2.5.3 Fluch der Dimension . . . . . . .. .. ... ... ... ........ 68

A Resultate aus der Wahrscheinlichkeitstheorie 1
A.1 Rechenregeln fiir Momente . . . . . . . . ... ... ... ... .. ...... 1
A.2 Die Normalverteilung . . . . . . . . . . . .. ... 2
A.2.1 Eindimensionale Normalverteilung . . . . ... ... ... ... ... 2
A.2.2 Mehrdimensionale Normalverteilung . . . . . . ... ... .. .... 4
A.2.3 Chiquadrat-, t- und F-Verteilung . . . . . . .. ... ... .. .. .. 6

B Literatur 9



Kapitel 1

Lineare Regression

1.1 Einfiihrung: Fragestellung

1.1.1 Beispiele, Historisches

Bis zum Beginn der Neuzeit war die unsinnige Annahme weit verbreitet, dass beim Erhalt
von verschiedenen Messergebnissen eines das vollig richtige sein miisse, und die anderen
hingegen falsch. Wenn man beispielsweise die Koordinaten eines Sterns fiinfmal gemessen
hatte und fiinf verschiedene Resultate erhielt, so war man der Ansicht, dass man viermal
falsch und einmal richtig gemessen habe.

Erst vor etwa 400 Jahren &nderte sich die Denkweise: Man fithrte das Konzept der “zu-
filligen Fehler” ein. Dieses Konzept entstand aus dem Gedanken, dass alle Messre-
sultate einem kleinen Fehler unterworfen sind, so dass sie von der Wahrheit abweichen,
jedoch alle mindestens ndherungsweise der Wirklichkeit entsprechen. Es war die
Geburtsstunde der Stochastik.

Damit wurde es insbesondere auch moglich, approximative/stochastische Beziehungen zwi-
schen Variablen zu untersuchen, das Thema dieser Vorlesung.

Die Methode der Kleinsten Quadrate (abgekiirzt KQ), auf englisch least squares, wurde
1805 von Legendre publiziert. Gauss diskutierte diese Methode ebenfalls in einem Buch
von 1809 und erwéhnte dabei, dass er diese seit 1795 gebraucht habe. Einen Beweis dieser
Behauptung gibt es aber nicht, so dass nicht klar ist, wem die Ehre der Entdeckung
gebiihrt.

Urspriinglich wurde diese Methode auf Probleme der Himmelsmechanik angewandt, wo
man die Daten an theoretisch berechnete Bahnen anpasste.

Beispiel aus der Astronomie (Ceres): Aufgrund der Bode-Titius’schen Reihe, welche
die Gesetzmaéssigkeiten der Absténde der Planeten von der Sonne empirisch beschreibt
(entdeckt durch Titius 1766), erahnte man, dass zwischen den Planeten Mars und Jupiter
noch ein weiterer Planet sein musste. Dieser wurde am 1.1.1801 schliesslich gefunden durch
Giuseppe Piazzi und mit Ceres benannt. Ceres ist der grosste der Planetoiden.

Ceres bewegt sich relativ schnell, und er wurde rasch aus den Augen verloren. Es war
Gauss, welcher dank der Methode der Kleinsten Quadrate aus den wenigen vorliegenden
Beobachtungen eine so genaue Bahn berechnete, dass man dadurch Ceres wiederfinden
konnte.
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Spéter wurde die Methode aber in sehr viel allgemeinerem Rahmen angewendet, auch in
den Sozialwissenschaften. So hat Yule im Jahr 1899 z.B. untersucht, ob es besser sei, ar-
mengendssige Leute in Armenhéusern einzusperren oder sie in ihrer gewohnten Umgebung
zu unterstiitzen. Dazu verwendete er die Regressionsgleichung

APaup=a+b- AOut + c¢- AOld+ d - APop + error.

Dabei bezeichnet A die Verdnderung zwischen zwei Volkszdhlungen, “Paup” die Anzahl
Leute, die Fiirsorgeunterstiitzung erhalten, “Out” das Verhéltnis der Anzahl Personen
mit Fiirsorgeunterstiitzung ausserhalb von Armenh#&usern zur Anzahl Personen in Ar-
menh&usern, “Old” der Anteil von iiber 65-jdhrigen in der Bevolkerung und “Pop” die
Bevolkerungszahl. Diese Gleichung mit Hilfe der Daten von jeweils zwei Volkszdhlungen
fiir verschiedene Verwaltungsbezirke (“unions”) angepasst. Diese Bezirke waren in ihrer
Sozialpolitik weitgehend autonom. Yule hat 4 Kategorien von unions gebildet (landlich,
gemischt, stddtisch und grossstiadtisch) und fiir jede Kategorie die Koeffizienten a, b, ¢ und
d separat geschétzt. So ergab sich etwa aufgrund der Volkszéhlungen 1871 und 1881 fiir
grossstidtische Bezirke ein geschétzter Koeffizient b = 0.755. Das heisst also, eine Zunah-
me der Variable Out geht einher mit einer Zunahme der Anzahl armengenéssiger Leute —
selbst wenn man die andern Einflussgrossen wie “Old” beriicksichtigt. Daraus schloss Yule,
dass Fiirsorge fiir Leute in ihrer gewohnten Umgebung zu mehr Armut fiihrt.

Dies ist jedoch nicht stichhaltig. Es wurde nachgewiesen, dass die Bezirke mit effizienteren
Verwaltungen in der Zeit auch mehr Armenh&user bauten. Eine effizientere Verwaltung
fiihrt aber gleichzeitig zu einer Reduktion von Armut, d.h. die Effekte der effizienteren
Verwaltung und der Einrichtung von Armenh&usern auf die Armut kénnen nicht getrennt
werden. Man sagt, dass die beiden Variablen “confounded” seien. Weiter sind auch ¢ko-
nomische Faktoren mogliche confounders. Allgemein muss man beim Schluss von einem
statistischen Zusammenhang (Assoziation) auf eine Kausalbeziehung &usserst vorsichtig
sein. Insbesondere kann man im allgemeinen von einer Regressionsgleichung nicht auf die
Wirkung einer Intervention (Anderung einer Variablen) schliessen. Fiir eine weitere Dis-
kussion dieses Punktes verweise ich auf den Artikel von D. Freedman, “From association
to causation: Some remarks on the history of statistics”, Statistical Science 14 (1999),
243-258, aus dem obiges Beispiel stammt.

86 A
84 A X
82
80 A
78 A
76 A X

X

8.0 8.5 9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5 12.0 12.5 13.0
Weissstoerche (Brutpaare) im Landkreis Hannover

Geburten in Niedersachsen (in 1000)

Abbildung 1.1: Zusammenhang zwischen Anzahl Geburten und Anzahl Stérchen

Ein weiteres (fiktives) Beispiel: Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Anzahl Stérche
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und der Anzahl Geburten beim Menschen? Die Daten dazu sind in der Abbildung 1.1
dargestellt.

Die Statistik liefert einen hochsignifikanten Zusammenhang zwischen der Anzahl Stérche
und der Geburtenzahl. Daraus kénnte man filschlicherweise schliessen, dass der Klapper-
storch die Babies bringt. (“Ursache und Wirkung, Kausalzusammenhang”).

Hier ist die confounding Variable die Zeit, was ziemlich hdufig auftritt (Unsinnkorrelation
zwischen Zeitreihen). In diesem Beispiel ist sofort offensichtlich, dass die Assoziation
keinen Kausalzusammenhang impliziert. Betrachten wir aber zum Beispiel die Anzahl der
Brutalitéiten in TV-Sendungen und die Anzahl der Gewaltverbrechen, so finden wir ziem-
lich sicher einen statistischen Zusammenhang (beide nehmen im Verlauf der Zeit zu), und
a priori ist auch ein Kausalzusammenhang moglich. Letzterer ist aber gar nicht so leicht
zu beweisen!

1.1.2 Lineares Modell, Beispiele

Die multiple Regression:

Gegeben ist eine abhiingige Variable (Zielvariable), die bis auf Messfehler
(oder zufillige Schwankungen) linear von mehreren “unabhingigen”

oder “erklirenden” Variablen (oder Versuchsbedingungen) abhingt.
Gesucht sind die Parameter, die diese Abhéingigkeit beschreiben, sowie
die Fehlervarianz.

Modell in Formeln:

Yvi:elwil“‘“~+0p$ip+5i (z:l,,n)

Bezeichnungen:

e Die (Y;;i =1,...,n) bilden den Vektor y der Realisierungen der abhéngigen Va-
riable (auch Zielvariable oder “response”).

e Die (2554 =1,...,n) bilden den Vektor x () der Realisierungen der j-ten unabhén-
gigen (erkldrenden) Variable (Versuchsbedingung) (j = 1,...,p).

e Die (z;;;j = 1,...,p) bilden den Vektor x; der erklédrenden Variablen (Versuchsbe-
dingungen) fiir die i-te Beobachtung (i = 1,...,n).

e Die (655 =1,...,p) bilden den Vektor 8 der unbekannten Parameter.

e Die (g;;4 = 1,...,n) bilden den Vektor e der (unbekannten) Fehler, die wir als
zuféllig annehmen.

e n ist die Anzahl Beobachtungen, p die Anzahl erklédrender Variablen.

Die Grossen ¢; und ¢; sind unbekannt, wéhrend z;;, y; bekannt sind.

Modell in Vektorschreibweise:

YZ-:xZT0+5i (i=1,...,n)
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bzw. in Matrixschreibweise:

Y = X X 0 + €
nx1 nxXp px1 nx1

wobei dann X eine (n x p)-Matrix ist mit Zeilen x! und Spalten x1).

Meist ist die erste erkldrende Variable einfach die Konstante, d.h. x;; = 1 fiir alle 7.
Damit hat man einen Achsenabschnitt im Modell. Um in dem Fall den Parameter 64
interpretierbar zu machen, setzt man voraus, dass die Fehler £; den Erwartungswert null
haben. Diese Annahme wird auch sonst meist gemacht.

Ferner setzt man {iblicherweise voraus, dass man mehr Beobachtungen als Variablen hat
(p < n) und dass die Matrix X maximalen Rang p hat, d.h. die p Spalten von X sind
linear unabhéngig. Sonst sind die Parameter nicht identifizierbar (verschiedene Parameter
ergeben das gleiche Modell). Manchmal verwendet man aber trotzdem Modelle mit linear
abhéngigen Spalten und erzwingt die Identifizierbarkeit mit Nebenbedingungen.

Ein Wort zur Notation: Wir bemiihen uns, Vektoren konsequent fett zu schreiben. Hin-
gegen sind wir weniger konsequent bei der Unterscheidung von Zufallsvariablen (gross)
und deren Realisierungen (klein), weil man sehr oft zwischen den beiden Interpretationen
wechselt und weil auch feste Matrizen gross geschrieben werden.

Beispiele:

(1) Das Lokationsmodell:

1
1
p = 17 X = . ) 01 - :u
1
(2) Das 2—Stichproben—Modell:
10
10
_ _ |10 _(m
p - 27 X - 0 1 9 0 — < Iu2 > .
01
01

Die h#ufigsten Fragestellungen sind hier “Ist py = po plausibel 7”7, bzw. “Wie gross
ist der Unterschied ?”. Aus der Einfiihrungsvorlesung sind dafiir der 2—Stichproben—
t—Test oder der 2—Stichproben—Wilcoxon—Test bekannt.

Statistisch gesehen ist das 2-Stichproben-Modell das einfachste, das man sich vorstel-
len kann. (In der Praxis meist einfacher als das 1-Stichproben—(Lokations—)Modell,
da sich systematische und semisystematische Fehler oft herausheben.)
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(3)

1-Weg (Einfache) Varianzanalyse mit k& Niveaus (Gruppen)

Dies ist eine Verallgemeinerung des vorherigen Beispiels von 2 auf & Gruppen. Dann
ist p = k und die Parameter sind die Erwartungswerte z; von Gruppe j (1 < j < k)
und die Matrix X sieht analog aus wie zuvor. Oft verwendet man aber eine andere
Parametrisierung, namlich

i = p + Ay,
wobei p1 den Gesamtmittelwert bezeichnet und «; den Effekt der Gruppe j. Dann

sind natiirlich die k£ + 1 Parameter nicht identifizierbar und die Spalten von X sind
linear abhéingig. Man erzwingt Identifizierbarkeit durch eine Nebenbedingung, z. B.

Z Q; = 0.
Modelle dieser Art werden in der Vorlesung Varianzanalyse ausfiihrlicher behandelt.
Die Regression durch den Nullpunkt: Y; = fx; +¢; (i =1,...n).

Ty

o
p:17 X = . ) 01

I
@

Tn

Einfache lineare Regression: Y; = a+ fz; +¢; (i =1,...n).

1 I
=2, X= Sl 6=
P : (ﬁ)
1 =z,

Die quadratische Regression: Y; = a + fz; + y2? +¢; (i =1,...n).

1 x 3:;

1 z9 = @
p=3,  x=|. . |, e=|ns

Do : ~

1z, 22

Herk6mmliche Interpretation der quadratischen Regression: Wir passen

eine Parabel an die zweidimensionale Punktwolke (1, 41), ..., (s, yn) an, vgl. Abb.
1.2, links.
Andere Interpretation: Die Parabel ist durch die Wertepaare (1, 22),. .., (2, 22)

fest vorgegeben. Wir suchen nun in der dritten Dimension (also y) eine geeignete
Ebene, vgl. Abb. 1.2, rechts.

Fazit: Die Funktion, die wir anpassen, ist quadratisch in den bekannten Versuchsbe-
dingungen, aber linear in den unbekannten Koeffizienten (und deshalb ein Spezialfall
des allgemeinen linearen Modells).

Potenz-, bzw. exponentieller Zusammenhang:

Eine Beziehung der Form Y; = awiﬁ +¢;, bzw. Y; = aexp(fz;) + €;, mit unbekannten
Parametern a und ( passt nicht in unser Modell. Der deterministische Teil &ndert
sich jedoch nicht, wenn wir logarithmieren. Dies fithrt zum verwandten Modell

log(Y;) = log(av) + flog(x;) 4 &;.
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1.6 22

1.0

-1.0 -04 00 04 038

Abbildung 1.2: Quadratische Regression (links), interpretiert als multiple lineare Regres-
sion (rechts).

Dies ist ein Beispiel des allgemeinen linearen Modells mit Zielgrossen log(Y;) und

1 log(n)
B | 1 log(z2) ~( log(«)
p=2 X = 0= < 3 > .
1 log(en)

Wenn wir wieder zuriicktransformieren, erhalten wir
— B
Yi=oax; -n

mit 7; = exp(e;). Das heisst, auf der urspriinglichen Skala haben wir multiplikative
und nicht additive Fehler. Bei Potenz- oder exponentiellen Zusammenhéngen sind
multiplikative Fehler meist plausibler, weil dann die Grosse der Fehler proportional
zum mittleren Wert der Zielvariablen ist.

Als Beispiel mit konkreten Daten betrachten wir einen Datensatz, bei dem die Ziel-
variable die Erschiitterung bei Sprengungen ist und man die Sprengladung und die
Distanz zwischen dem Spreng- und dem Messort als erklédrende Variablen verwendet.
Die Daten sind in Figur 1.3 dargestellt. Es ist offensichtlich, dass die Abhangigkeit
von der Distanz nicht linear ist. Auch scheint die Streuung mit der Distanz abzu-
nehmen.

Aus physikalischen Griinden vermutet man, dass die Erschiitterung umgekehrt pro-
portional zur quadrierten Distanz ist. Wir hétten also ein Potenzmodell mit bekann-
tem §. In Figur 1.4 sind die Logarithmen der Erschiitterungen gegen die Logarithmen
der Distanzen bei einer festen Ladung dargestellt. Die Beziehung ist ndherungsweise
linear und die Streuung etwa konstant. Eine naheliegende Frage ist, ob die Steigung
der Geraden wirklich gleich zwei ist, wie es von der physikalischen Theorie postuliert
wird. Wir werden diese und weitere Fragen im Verlauf der Vorlesung untersuchen.

Wir haben in diesen Beispielen zwei wichtige Prinzipien gesehen:

e Das Modell heisst linear, weil es linear in den Parametern ist. Die urspriinglichen
erkldrenden Variablen kénnen wir beliebig transformieren.

e Wir konnen oft ein lineares Modell erhalten, wenn wir beide Seiten der determini-
stischen Beziehung transformieren. Man muss sich dann aber Gedanken machen, ob
additive Fehler in der transformierten Skala plausibel sind.
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Abbildung 1.3: Erschiitterung in Abhéngigkeit der Distanz fiir verschiedene Ladungen

Unsere Ziele einer Regressionsanalyse:

Ein moéglichst guter “fit”. Anpassung einer (Hyper—)Ebene iiber den Versuchs-
bedingungen durch den “response”, so dass die Abweichungen klein sind. Das Stan-
dardverfahren ist die Methode der Kleinsten Quadrate, aber man kann die Grosse
der Abweichungen auch anders quantifizieren.

Méglichst gute Parameterschitzungen. Damit kann man die Frage beantwor-
ten: Wie dndert sich der response, wenn man eine erkldrende Variable dndert ?

Eine moglichst gute Prognose. Damit kann man die Frage beantworten: Welcher
response ist unter neuer Versuchsbedingung zu erwarten ?

Eine Angabe der Unsicherheit fiir die drei vorangehenden Probleme mit-
tels Tests und Vertrauensintervallen.

Die Entwicklung eines einfachen und gut passenden Modells. Dies geschieht
meist in einem iterativen Prozess.

1.2 Die Voraussetzungen des linearen Modells

Wir bendtigen gewisse Voraussetzungen, damit die Anpassung eines linearen Modells mit
der Methode der kleinsten Quadrate sinnvoll ist, und damit die statistischen Tests und
Vertrauensintervalle, die wir im folgenden herleiten, giiltig sind. Bevor wir diese Bedingun-
gen in absteigender Reihenfolge der Wichtigkeit auflisten, halten wir fest, dass das Modell
keine Voraussetzungen iiber die erkldrenden Variablen macht. Diese kénnen stetig oder
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Abbildung 1.4: Distanz und Erschiitterung bei Sprengungen mit Ladung 3.12. Die Achsen
sind logarithmisch dargestellt

diskret sein, und sie konnen beliebig transformiert und kombiniert werden. Ausserdem
spielt es im Prinzip keine Rolle, ob die Werte der erkldrenden Variablen von der Person,
die das Experiment durchfiihrt, deterministisch festgelegt werden, oder ob sie selber auch
Realisierungen von Zufallsvariablen sind. Die Theorie, die wir in den folgenden Abschnit-
ten herleiten, betrachtet die erkldrenden Variablen immer als deterministisch. Das heisst,
dass unsere Aussagen im Fall, wo diese zufillig sind, als bedingte Aussagen gegeben die
Werte der erklérenden Variablen zu verstehen sind.

Diese Voraussetzungen kann man teilweise mit statistischen Methoden nachpriifen, wie
wir weiter unten sehen werden.

Die Daten sind brauchbar fiir die gewiinschte Information
1. | (“reprisentativ”; “sinnvoll”). Sie sind eine Zufallsauswahl
aus der zu untersuchenden Population.

e Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so ist die ganze Analyse zum vornherein
wertlos. Man kann die Daten genauso gut wegwerfen.

e Um zu beurteilen, ob die Daten brauchbar sind, miissen wir Einsicht in das
Problem haben. Es ist die reale Situation, die dariiber entscheidet, und dies
kann nicht mit statistischen Methoden iiberpriift werden.

e Es kann sein, dass unsere eigentlichen Zielgréssen nicht genau messbar sind.
Zum Beispiel: Wie misst man Intelligenz? Wir versuchen dies durch Priifungen
und Tests, die wir auswerten, und wir definieren dann die Intelligenz durch
die Resultate aus Intelligenztests. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden
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Grossen ist aber eine offene Frage. Ein anderes Beispiel: Der Staat misst das
Vermogen der Biirger durch das in der Steuererkldrung angegebene Vermogen.
Die Ubertragung der Ergebnisse von den messbaren Gréssen auf die
interessierenden Grdssen ist ein eigenes Problem.

2. |Die Regressionsgleichung ist korrekt. ‘ Das heisst:

[E[e:] =0 Vi

Insbesondere sollen keine wesentlichen erkldrenden Variablen fehlen und die Bezie-
hung zwischen der Zielgrosse und den erklédrenden Variablen soll linear sein (nach
geeigneten Transformationen).

3. ‘Die Fehler sind unkorreliert. ‘ Das heisst (unter der Voraussetzung 2.):

Eleig;] =0 Vi,j (i # )

Sind die Fehler korreliert, so bleibt die Anpassung mit Kleinsten Quadraten zwar
noch brauchbar, aber die Genauigkeit, die wir zu haben glauben, entspricht nicht
der wahren Genauigkeit: Wir erhalten falsche Niveaus fiir Tests und Konfidenzinter-
valle. Dies wird spéter ausfiihrlicher diskutiert.

4. | Alle x; sind exakt.

Mit andern Worten sind alle erkldrenden Variablen x; ohne Fehler bekannt. Falls
diese auch mit Beobachtungsfehlern versehen sind, so fithrt die Kleinste Quadrate
Methode zu systematischen Fehlern. Es gibt dafiir Korrekturen, wenn man zumindest
das Verhaltnis der Fehlervarianzen in den einzelnen Variablen kennt. Dies wird in
der Literatur unter dem Stichwort “errors in variables models” diskutiert.

Das scheint zunéchst ein Widerspruch zu sein zur vorherigen Aussage, dass die x;
durchaus auch zuféllig sein kénnen. Die Voraussetzung hier besagt aber, dass wir
das x; exakt kennen, welches zum entsprechenden Wert y; gefithrt hat. Das ist etwas
anderes als die Frage, wie der Wert von x; zustande gekommen ist.

5. | Konstante Fehlervarianz (“homoscedasticity”) ‘ Das heisst:

E[ef] =0 Vi

)

Es sollen also alle Messungen die gleiche Genauigkeit haben. (Speziell sollen auch
keine “groben Fehler” mit viel grosserer Varianz auftreten.) Oft kann man mittels
einer einfachen Transformation der Zielgrosse eine konstante Varianz erhalten. Ist
die Voraussetzung der Homoskedeastizitdt nicht erfiillt, so wird die Methode der
kleinsten Quadrate bald einmal ungenau (verglichen mit andern Methoden). Dies
wird ebenfalls spéter ausfiihrlicher diskutiert.

6. ‘ Die Fehler (¢;;¢ =1,...n) sind gemeinsam normalverteilt

(Das Gleiche gilt dann auch fiir die Y;’s.) Dass die Annahme der Normalverteilung fiir
Fehler oft naheliegend ist, geht aus den allgemeinen Eigenschaften der Normalver-
teilung hervor (Stichwort Hypothese der Elementarfehler, sieche Anhang). Sie muss
jedoch trotzdem kritisch hinterfragt werden.
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Die Voraussetzungen 2), 3), 5) und 6) kann man teilweise mit statistischen Methoden
nachpriifen. Geeignete Verfahren werden wir weiter hinten im Skript besprechen.

Im Allgemeinen sind die obigen Voraussetzungen nur niaherungsweise erfiillt. Die Kunst
der Statistik besteht darin, ein Gefiihl zu entwickeln, welche Abweichungen von den Vor-
aussetzungen wesentlich sind und welche Aussagen und Verfahren auch noch sinnvoll sind,
wenn das Modell nicht stimmt.

Wenn zum Beispiel (X1, X»,...X,,Y) ein (p+1)-dimensionaler Zufallsvektor ist mit belie-
biger Verteilung und wir ein lineares Modell aufgrund von n unabhéngigen Realisierungen
dieses Zufallsvektors mit Kleinsten Quadraten anpassen, dann schéitzen wir effektiv die
Koeffizienten der besten linearen Prognose. Diese ist definiert als

P
i 0y — X )2
arg 651’1“1%1) E [(Y -6 ;::1 0;X;)

In dem Sinne kann man Kleinste Quadrate fast immer verwenden, wenn man nur an
Vorhersagen interessiert ist. Mit der Interpretation der Parameter und den Angaben zu
deren Genauigkeit muss man jedoch aufpassen.

Zum Schluss noch ein Beispiel zur Verletzung der Voraussetzung 3) (sowie auch 1) und 2)):
Die abhéingige Variable ist die Anzahl Lebendgeburten in der Schweiz seit 1930, die erkla-
rende Variable ist die Zeit (sowie gewisse Transformationen davon, wenn man quadratische
Trends betrachten will).

75 85 95 105 115
| | | |

Lebendgeborene (CH) (in 1000)

65
!

65 70 75 80 85 90 95

60
Jahr

Abbildung 1.5: Der Pillenknick

Wie Abbildung 1.5 zeigt, lassen sich die Daten der Lebendgeburten in der Schweiz nach
dem 2. Weltkrieg bis zum “Pillenknick” im Jahre 1964 in erster Naherung durch eine Gerade
anpassen. Allerdings sieht man beim genaueren Betrachten, dass die Datenpunkte nicht
symmetrisch um die Regressionsgerade verteilt sind; es gibt “Gruppen” links und rechts
der Geraden. Maxima und Minima folgen sich im Abstand von etwa zwanzig Jahren (einer
Generation).

Ausserdem sind die Jahre bis 1964 nicht “représentativ” fiir die folgenden Jahre, bzw.
das Modell stimmt dann nicht mehr. Allgemein ist es geféhrlich, ein angepasstes lineares
Modell auf einen Bereich zu extrapolieren, wo man keine erkldrenden Variablen beobachtet
hat.
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1.3 Kleinste Quadrate Schitzung

Es sei: Y = X0 +¢

Wir suchen eine “moéglichst gute” Schéitzung von 8. Die Kleinste Quadrate Losung 0 ist
definiert als derjenige Wert, welcher die Lo—Norm des Fehlers minimiert:

ly — X6 = min|[ly — X6]|.

Wir minimieren also den Euklid’schen Abstand der Abweichungen y — X @ vom Nullvektor.

1.3.1 Normalengleichungen

Wir berechnen die partiellen Ableitungen von ||y — X@||? nach 6 (was einen Vektor ergibt)
und setzen sie gleich Null, wodurch wir erhalten:

(—2) XT(y = X6)=0  ((p x 1) — Nullvektor),

das heisst: XTx6 = Xyl

Dies sind die Normalengleichungen: Man hat p lineare Gleichungen fiir p Unbekannte
(beachte, dass X7 X eine p x p-Matrix ist). Die Elemente von X7 X sind die Skalarprodukte
der Spalten von X. Die Losung der Normalengleichungen werden also besonders einfach,
wenn die Spalten x(7) von X orthogonal sind. Eine andere Interpretation ergibt sich aus
der Darstellung XTX = Yoy xixiT : XTX ist also n mal die Matrix der empirischen
zweiten Momente der Versuchsbedingungen (x;).

Wenn wir nun voraussetzen, dass die Matrix X den vollen Rang p hat, dann ist X7 X
invertierbar. In dem Fall ist also die Kleinste Quadrate Losung eindeutig und hat die
Darstellung

0=(xTx)"'xTy.

Diese Formel ist niitzlich fiir theoretische Uberlegungen, aber fiir numerische Berechnung
ist sie nicht zu empfehlen, da sie sehr anféllig auf Rundungsfehler ist. Ein numerisch
stabiler Algorithmus beniitzt die QR-Zerlegung mit Hilfe von Givens-Rotationen.

Spezialfall: Einfache lineare Regression y; = a + Bx; + ;. Dann ist

1 x Y1
1 ) o Y2
o <5> :

1z, Yn

und Einsetzen in die Normalengleichungen ergibt

no+ (321 i) - B = > Y
Oy zi)a+ (i z7) - B Yo Ty

Zur einfachen Losung dieses Gleichungssystems wenden wir die Technik der “Orthogona-
lisierung” an, d.h. wir fithren eine neue Variable ein

- : RS : . .
x — T :=1x —T (wobei: T := — E x; = “arithmetisches Mittel”)
n
i=1
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Dann gilt y; = a + fz; mit & = o + §T. Wegen
n

zn:fi:Z(xi—f):ixi—nfznf—n@:@
i=1

1=1 1=1

ergibt sich sofort:

5 D i1 Yi —7; B _ > i1 Tiyi
3 Zn—~2 .

i=1 %5
Durch Riicktransformation ergeben sich schliesslich die gesuchten Grossen:

> iy (2 — Ty _ Y (v —2)(yi —7)
>y (i —T)? > iy (wi —T)? 7

a=7-pz

7=

Im Fall der multiplen linearen Regression kann man, sofern die erste Spalte von X aus
lauter Einsen besteht (d.h. man hat einen Achsenabschnitt im Modell), analog die Ortho-
gonalisierung;:

p
Y =« + Z ej%ij
7j=2

durchfiihren. Dabei ist Z;; = xz;; — T; mit T; = Y ;- a/n (fir j > 1) und o =
01 + Z?:z 0;7;. Daraus folgt dann leicht, dass 7 = 67 + Z?:z 0;7;, das heisst der Punkt
(¥), T2, ...Tp,y) liegt auf der angepassten Hyperebene.

1.3.2 Geometrische Interpretation

Es gibt eine zeilen- und eine spaltenweise Betrachtung. Wenn das Modell einen Achsenab-
schnitt enthélt (d.h. 2;; = 1) dann haben wir bei der zeilenweisen Betrachtung n Punkte
(Yi, Ti2, . . . Tip) im p-dimensionalen Raum, welche zuféllig um eine (p—1)-dimensionale Hy-
perebene streuen. (Bei Modellen ohne Konstante sind es n Punkte im (p+1)-dimensionalen
Raum, die um eine Hyperebene durch den Ursprung streuen). Die zuféllige Streuung erfolgt
aber nur in der Richtung der y-Achse. Daher bestimmt die Kleinste Quadrate Schétzung
die Hyperebene so, dass die Summe der quadrierten Abstédnde der Punkte von der Ebene
in y-Richtung minimal wird.

Die spaltenweise Betrachtung ist im Allgemeinen ergiebiger. Dabei betrachten wir den Be-
obachtungsvektor y als einen Punkt im n-dimensionalen Raum R”. Wenn wir den Parame-
ter O variieren, beschreibt X0 einen p-dimensionalen Unterraum, d.h. eine p-dimensionale
Hyperebene durch den Ursprung im R™. Dann ist es naheliegend, 6 so zu schétzen, dass
X0 der Punkt auf der Hyperebene ist, der am n#chsten bei y liegt. Die Wahl der Ly-Norm
als Abstand im R" entspricht der Euklid’schen Distanz, und bedeutet geometrisch, dass
wir y orthogonal auf diese Hyperebene projizieren. Insbesondere ist die Kleinste Quadra-
te Losung charakterisiert durch die Eigenschaft, dass der Residuenvektor r = y — X 0
orthogonal auf allen Spalten von X steht:

(y—X0)'X =0.
Dies ist eine geometrische Deutung der Normalengleichungen (vgl. Abbildung 1.6).

Die orthogonale Projektion X 0 ist dann die Schétzung von E[y] in unserem Modell.
Diese Grossen heissen die angepassten (gefitteten) Werte und werden {iblicherweise mit y
bezeichnet.
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Ely]

1

Abbildung 1.6: Der Residuenvektor r steht senkrecht auf der durch die Vektoren 1 und x
aufgespannte Hyperebene.

In Formeln berechnet sich y als
v=X0=XX"X)"'XTy=Py  also y = Py
=P
Man kann leicht nachpriifen, dass die Abbildungsmatrix P die Eigenschaften
Pl=p pP’=Pp
hat, und dass

S Py = tr(P) = tr(X(XTX) ' XT) = tr(XTX) T XTX) = tr(Ty) = 10

Diese Eigenschaften sind notwendig und hinreichend dafiir, dass P eine orthogonale Pro-
jektion vom R™ in den RP beschreibt.

Die Matrix P hingt offensichtlich nur von den erkldrenden Variablen (den Versuchsbedin-
gungen) ab, und nicht von den Zielgrossen. Sie heisst auch Hut-Matrix (sie setzt y den
Hut auf). Das Diagonalelement P;; gibt an, wie stark der angepasste Wert y; an der Stelle
x; durch die Beobachtung y; an der gleichen Stelle beeinflusst wird.

Die Residuen r, die wir auch als € bezeichnen, lassen sich in dhnlicher Art darstellen wie
die angepassten Werte, es gilt ndmlich:

r=e=y—-y=(I-P)y= also: r=
y-y=(U-P)y=Qy

=Q
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Q ist dann wiederum eine orthogonale Projektion, welche senkrecht zu P steht und in den
(n — p)—dimensionalen Raum der Residuen fiihrt:

QT=Q*=Q, PQ=QP=0 (0als(nxn)Matrix), tr(Q)=n—p.

1.3.3 Zusammenhang mit MLE bei Normalverteilung

Die (bedingte) Dichte von yi,...,y, (gegeben die erklirenden Variablen) ist gemiss den
Voraussetzungen unseres Modells (Unabhéngigkeit und Normalverteilung der Fehler) gleich

n

Ly’X(O, 02) = H

i=1

p

oy =Y 0jmij)/0).

1

Q|+~

Bei der Maximum Likelihood Schétzung fassen wir die Dichte als Funktion der Parameter
o und @ auf (bei festen y; und z;;). Diese Funktion bezeichnen wir als Likelihoodfunktion,
und wir bestimmen die Parameter 8 und o so, dass die Likelihoodfunktion (oder dquiva-
lent dazu ihr Logarithmus) maximal wird. Das Resultat heisst der Maximum Likelihood
Schétzer (MLE).

Man sieht sofort, dass die Maximierung nach @ nicht vom Wert von ¢ abhéngt und dqui-
valent ist zur Minimierung von ||y — X8||2. Wenn die Fehler ¢; i.i.d. und N(0, 0?)-verteilt
sind, dann sind der MLE und der Kleinste Quadrate Schétzer fiir 8 identisch.

Als MLE fiir 02 findet man
n ~
~2 Zizl(yi - Z/i)2
O'ML = —n .

Ublicherweise verwendet man aber nicht diesen Schétzer, sondern dasjenige Vielfache, das
zu einem erwartungstreuen Schétzer fithrt. Wir werden sehen, dass der richtige Faktor
n/(n — p) ist, d.h. wir verwenden als Schétzer der Fehlervarianz

o _ 21y — 5’
n—op ’

1.3.4 Warum nicht Regression auf jede Variable einzeln ?
Das folgende (konstruierte) Beispiel soll zeigen, warum die multiple Regression nicht ein-
fach durch mehrere einfache Regressionen ersetzt werden kann.

Wir haben 2 Versuchsbedingungen z1, 2 und zugehorigen Beobachtungen mit den folgen-
den Werten

1 0123 0123
z2| -1 0 1 2 1 2 3 4
Y 1234 -1 01 2

Linkes Diagramm in Abb. 1.7: Wir tragen die y-Werte iiber den Versuchsbedingungen
x1 und x5 auf. Man findet eine Ebene, welche auf die 8 gegebenen Punkte (im dreidimen-
sionalen Raum) exakt passt:

Yy =211 — T (6% =0)
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y=4/3 +Xx,/9

-1.0 05 15 25 35
Xz

Abbildung 1.7: Multiple Regression gegeniiber einfacher Regression

Die Koeflizienten 2, bzw. -1 geben an, wie sich y bei Verdnderung von x1 bzw. xs verhalt,
wenn dabei jeweils die andere Variable festgehalten wird.

Wir stellen fest: y nimmt bei zunehmendem x5 ab (z9 grosser = y kleiner).

Rechtes Diagramm in Abb. 1.7: Wir machen eine einfache lineare Regression von y
auf x9, wobei wir uns nicht um die z;—Werte kiimmern (sie werden also nicht konstant
gehalten): Die sich ergebende Regressionsgerade lautet dann:

1 4 .
y=5%2 + 3 (6% =1.72)

Diese Gerade gibt an, wie sich y bei Verdnderung von xo verhilt, falls 1 variabel ist.
Wir stellen fest: y nimmt bei zunehmendem x5 zu (x5 grosser = y grosser).

Der Grund dafiir, dass sich in den beiden Diagrammen die Variable y beziiglich der Variable
o ganz unterschiedlich verhélt, liegt daran, dass x1 und xo sehr stark korreliert sind.
Konkret: Wenn x5 wichst, so wéchst auch x1 mit.

Zusammenfassend halten wir fest:

Mehrere einfache Regressionen liefern (mit der Methode der kleinsten
Quadrate) im allgemeinen nur dann dasselbe Ergebnis wie die multiple
Regression, falls die erklirenden Variablen orthogonal sind.

1.4 Eigenschaften der KQ-Schitzung

Zuerst machen wir einige intuitive Uberlegungen zur Genauigkeit der Regressionsebene:
Nehmen wir einen bekannten linearen Zusammenhang an und simulieren wir sodann eine
zufallige Punktwolke, die diesem Zusammenhang entspricht. Wir berechnen anhand dieser
Punktwolke unsere Regressionsebene mit der Methode der kleinsten Quadrate. Wenn wir
eine zweite Punktwolke (oder dritte, ...) nehmen, so wird sich fiir dieselbe theoretische
Ebene immer wieder eine andere geschitzte Regressionsebene ergeben (vgl. Abb. 1.8).
Mit andern Worten: Die geschétzten Parameter und die geschéitzte Regressionsebene sind
zufillig | Man bendtigt daher eine Angabe der Genauigkeit.
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——  Original-Modell
— — - Regressionsgerade

Abbildung 1.8: Drei verschiedene Regressionsgeraden zum selben Original-Modell.

1.4.1 Momente ohne Normalverteilungsannahmen

Fiir die folgenden Resultate braucht man keine Normalverteilung der Fehler ;. Wir ve-
wenden die folgenden Voraussetzungen fiir diesen Abschnitt:

- . — . Ele]=0
Ubliches Modell: mit: | o g (7] = 02l

Resultate:

(i) E [5} =60, denn
E 0] = E[(XTX)'XTy] = E[(XTX)'XT(X0 +&)] =0+0=0.
(i) E[e] =0, E[y]=E[y]=X0.
(iii) Cov[8] = 02(XTX)!, denn
E [(5 —0)(6 - e)T] —E[(XTX) 'XTee’ X(XTX) "] = 02(XTX)" 1,
(iv) Cov[y] = Cov|[Py] = 0?PPT = 6?P  (weil P eine Projektionsmatrix ist).
(v) Cov[e] = 0%Q (analog).
(vi) Covl[e,y] =0, (weil QP =0).

Die beiden Kovarianzmatrizen in (iv) und (v) sind nur positiv semidefinit. Wie (v) zeigt,
sind die Residuen r; = &; im Unterschied zu den wahren Fehlern korreliert, und ihre
Varianz ist nicht konstant, sondern

Var[gi] = o(1 — Py).

Ausserdem folgt daraus, dass:

3| - #u-n)

E
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Daher ist: N
IS >/ B NP i
n—p n—p

eine erwartungstreue Schiitzung fiir 02 wie frither behauptet.

Man beachte, dass wir keine Aussagen machen kénnen iiber die Varianz von 2. Dazu
brduchten wir das vierte Moment der Fehler ¢;.

1.4.2 Verteilungen unter Annahme der Normalverteilung

Voraussetzungen fiir diesen Abschnitt:

Ubliches Modell: |Y = X0 +¢| wobei jetzt: |e~N,(0, 0*L,xp)

Resultate:

(i) 8 ~ N »(0, c2(XTX)™!)  (denn 6 ist als Linearkombination normalverteilter Grés-
sen selbst wiederum normalverteilt).

(i) ¥ ~ N, (X8, 0%P), &~ N,(0, 02Q) (gleiche Begriindung wie oben).
iii) ¥ und € sind unabhiingig (da unkorreliert und zusétzlich normalverteilt).

(iv)
> i T ~ 2
o2 n—p-

(siehe unten).

(v) Qz ist unabhsingig von 8 = (XTX)~"'1XTy  (Dies folgt aus iii), denn es gilt auch
0 = (XTX)"1XTy).

Beweis von iv): Betrachte ein Koordinatensystem mit orthogonalen Basisvektoren, so
dass die ersten p Basisvektoren gerade den Spaltenraum von X aufspannen. Die zugeh trige
Transformationsmatrix bezeichnen wir mit A, d.h. die Spalten von A enthalten die Koor-
dinaten der neuen Basisvektoren im alten System. Dann ist A orthogonal, und wenn wir
einen Stern fiir das neue Koordinatensystem verwenden, dann gilt y* = ATy, ¢* = A”¢,
etc.. Nach Konstruktion ist klar, dass

§* = (y?y;a---y}Ov---O)T,

e

~k

*
e = (0,...,0,6549,...¢

gilt (man kann es auch nachrechnen — dann muss man beachten, dass die letzten n — p
Zeilen von AT X alle gleich null sind). Also gilt wegen der Orthogonalitéit von A

n n n
Sa=Ya=y 2
i=1 i=1 i=p+1

Daraus folgt die Behauptung, denn wegen der Orthogonalitdt von A ist €* ebenfalls
N (0,021, 5)-verteilt.
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1.4.3 Asymptotische Normalitét

Die obigen Resultate iiber die Verteilung der Schétzer bilden den Schliissel fiir Unsicher-
heitsangaben, d.h. Vertrauensintervalle oder Tests. Man fragt sich daher, wie entscheidend
die Voraussetzung der Normalverteilung fiir die Fehler ist. Es zeigt sich, dass die Resultate
gendhert richtig bleiben, wenn die Fehler nicht exakt normalverteilt sind. Mathematisch
kann man das formulieren, indem man die Verteilung untersucht im Grenzfall, wo die
Anzahl Beobachtungen gegen unendlich geht.

Wir betrachten die folgende Situation: Wir haben n Datenpunkte (y1,X1),..., (Yn,Xn),
welche dem linearen Modell geniigen. Dabei ist wie zuvor x; jeweils ein p-dimensionaler
Spaltenvektor (d.h. XZT ist die i-te Zeile von X). Wir nehmen an, dass die Fehler ¢; i.i.d.,
aber nicht unbedingt normalverteilt sind und betrachten den Grenzfall n — oc.

Fiir die Giiltigkeit der asymptotischen Ndherung brauchen wir schwache Bedingungen an
die erkldrenden Variablen x;:

e Der kleinste Eigenwert Apin, von X Tx = Yoy x,-xZ-T konvergiert gegen oo.

e max; Pj; = max; x;*-F(Z?Zl x;x! )" x; konvergiert gegen null.

Die erste Bedingung besagt, dass man mit wachsendem n immer mehr Information be-
kommt. Die zweite Bedingung besagt, dass kein x; die andern dominiert.

Satz 1.4.1. Wenn die Fehler ¢; i.i.d. sind mit Erwartungswert 0 und Varianz o? und (x;)
die obigen Bedingungen erfillt, dann sind die KQ-Schditzer 6 konsistent (fir 6) und die
Verteilung von

(XTX)12(6 —6)

konvergiert schwach gegen N ,(0, o?I).

Beweis: Die i-te Komponente 0; ist erwartungstreu und hat die Varianz o2((X7 X)),
welche auf Grund der ersten Annahme gegen null konvergiert. Also folgt die Konsistenz
aus der Chebyshev-Ungleichung.

Um schwache Konvergenz der Verteilungen eines Zufallsvektors im RP zu beweisen, geniigt
es die schwache Konvergenz der Verteilungen von Linearkombinationen nachzuweisen (Satz
von Cramér-Wold, siehe Literatur). Also betrachten wir

T (XTX)) (0 - 0) =" (XTX) V)X e =ay"e =) ane;
i=1

mit
an = X(XTX)"V?)Te.

Wir haben also eine Summe von n unabhéngigen, aber nicht identisch verteilten Summan-
den an;e;. Ausserdem éndert sich die Verteilung der Summanden mit n. Das ist genau die
Situation, fiir die der Satz von Lindeberg geschaffen wurde (siehe Einfithrungsvorlesung).
Es gilt

n n
Var E AniCi = o2 E afu- = azanTan =cd?c’e.
i=1

i=1
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Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass diese Varianz gleich 1 ist. Also miissen
wir nur noch die Bedingung

> 0B [ 5 n/an)]) — 0
=1

fiir alle n > 0 nachpriifen. Weil alle €; die gleiche Verteilung und endliches zweites Moment
haben, folgt

d—oo

E [/ 1)c,;>a) = E [e]1[c,5a] = 0.

Weil ausserdem noch ), afu- = 1 ist, geniigt es zu zeigen, dass max; |a,;| gegen null geht.
Mit der Schwarz’schen Ungleichung ist

ap; < llef® x (XTX) "%,

Daher folgt die Behauptung direkt aus der zweiten Bedingung. a

Man kann auch die Konsistenz von 2 zeigen. Fiir die asymptotische Normalitit von &2

wiirde man aber die Existenz des vierten Moments der €; brauchen, und die asymptotische
Varianz héngt wesentlich vom Wert dieses vierten Moments ab.

Folgerungen:

Die Tests und Konfidenzintervalle fiir @ und fiir die Erwartungswerte E [y], die wir im
nichsten Abschnitt unter der Annahme von normalverteilten Fehlern herleiten, haben auch
ohne Normalverteilung approximativ das korrekte Niveau. Jedoch wissen wir nichts iiber
die Effizienz der Verfahren, und die Vertrauensintervalle fiir o, die man in der Literatur
findet, haben ohne Normalverteilung meist ein grob falsches Niveau.

1.5 Tests und Vertrauensintervalle

1.5.1 Die grundlegenden Teststatistiken

Wir nehmen an, dass das lineare Modell mit & ~ N, (0, 021, %,,) gilt. Wie wir im letzten Ab-

A

schnitt gesehen haben ist unter diesen Annahmen 6 exakt N ,(0,02(XT X)~1)—verteilt
und 72 ist unabhiingig von 6. Daraus erhalten wir

(a) Fiir jeden einzelnen Parameter

~

6 — 0,
= ~ tn—p-
o/ (XTX)™1);

(b) Fiir den ganzen Parametervektor 6

6—60)T(XTX)(0—0)
p62 ~ van—p

(c) Fiir eine Linearkombination 9 = B@, wobei B eine (¢ X p)-Matrix ist:

W —9)TV-1W-9)

qo?

~ Fyn—p

mit V = B(XTX)~1BT.
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(d) Fiir den Erwartungswert der i-ten Beobachtung (die wahre Hohe der Hyperebene
iiber der i—ten Versuchsbedingung)
yi — Eyi
o\/Dii
(e) Fiir den Erwartungswert einer neuen Beobachtung bei einer beliebigen Versuchsbe-
dingung x( (die wahre Hohe der Hyperebene iiber der Versuchsbedingung x)

~tn—p wobei p; = (P)y

Yo — E [yo]
o /xE (XTX)1xg

(f) Fiir eine zuféllige neue Beobachtung yo = yo(x0) unter den Versuchsbedingungen
X0:

~ tnp

Yo — Yo
3\/1 +x3 (XTX)1xg

~tnp.

Damit kann man in der iiblichen Art Tests durchfiihren (die Grossen auf der linken Seite in
den obigen Aussagen verwendet man als Teststatistik) und Vertrauensbereiche bilden fiir
einzelne Parameter, Linearkombinationen von Parametern, die unbekannte wahre Hohe
der Hyperebene an einer Stelle xg etc. Ebenso erlaubt die Aussage (f), Prognoseintervalle
fiir zukiinftige Beobachtungen zu bilden.

Zur Illustration betrachten wir das Beispiel der Sprengungen. Tabelle 1.1 zeigt den Compu-
teroutput mit der logarithmierten Erschiitterung als Ziel- und der logarithmierten Distanz
und der logarithmierten Ladung als erkldrende Variablen .

Coefficients: Value Std. Error t value Pr(> |t])
(Intercept) 2.8323 0.2229 12.71 0.000
log10(dist) -1.5107 0.1111  -13.59 0.000
loglO(ladung)  0.8083 0.3042 2.66 0.011

Residual standard error: 0.1529 on 45 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8048

F-statistic: 92.79 on 2 and 45 degrees of freedom

p-value 1.11e-16

Tabelle 1.1: Computer-Output fiir das Beispiel der Sprengungen

Es werden also die geschitzten Koeffizienten, die Standardfehler o/ ((X7X)~1);; und die
Testresultate fiir die Nullhypothesen 8; = 0 angegeben. “Residual standard error” bedeutet
die Schitzung o. Die andern Angaben werden in den folgenden Teilabschnitten erklért.
Die t-Verteilung mit 45 Freiheitsgraden ist sehr nahe bei der Normalverteilung. Daher ist
es klar, dass der wahre Koeffizient der logarithmierten Distanz kleiner als zwei sein muss,
wihrend der wahre Koeffizient der Ladung ohne weiteres eins sein kann.

1.5.2 Vertrauensband fiir die ganze Hyperebene

Es ist auch moglich, beispielsweise einen 95%-Bereich anzugeben, in welchem die theore-
tische Hyperebene sich befindet. Wir erldutern vorerst ein naheliegendes Vorgehen, das
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dann jedoch scheitert. Fiir einen beliebigen Punkt x¢ (mit dem Wert y(xo) auf der kon-
struierten Regressionsebene) kénnen wir wie oben zwei Grenzen um den Wert y(x() kon-
struieren, innerhalb derer wir den Wert der theoretischen Hyperebene zu 95% erwarten.
Wenn man dieses Vorgehen bei jedem Wert xq durchfiihrt, erhilt man dann einen 95%-—
Konfidenzbereich fiir die theoretische Hyperebene ?

Die Antwort ist natiirlich “nein”. An einer Stelle xg ist zwar die Wahrscheinlichkeit, dass die
wahre Ebene durch das Intervall fiithrt, genau 95%, falls wir aber zwei Intervalle haben mit
je dieser 95%-Wahrscheinlichkeit, so haben wir fiir die Ebene eine Chance von mindestens
90% bis hochstens 95%, dass sie durch beide Bereiche fiihrt.

Extremfélle: (entsprechend) 10 Punkte = 50-95 %
20 Punkte = 0-95%

Dies ist somit kein guter Weg, um auf einen Konfidenzbereich fiir die wahre Hyperebene
zu kommen!

Ein besserer Weg ist der folgende. Die Schwarz’sche Ungleichung fiir das Skalarprodukt
(a,b) = a? (XT X)~'b impliziert
G0~ Bluo] | = [x5 (0~ )] = |xi (XTX)"H(XTX)(0 - 0)]
< (x (XTX) 'x0)2((0 - 0)T(XTX)(6 - )1/

Mit (b) von oben folgt daher, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 — « simultan fir alle xo
(7o — B lyo])® < 7° (x5 (X7 X)"'x0) p Fpnp(1 — ).

gilt. Dies ergibt den gesuchten simultanen Bereich, ein Hyperboloid. Er ist die Envelope
aller Hyperebenen, deren Parameter geméss b) mit den Daten kompatibel sind.

1.5.3 Vergleich zweier geschachtelter Modelle, Varianzanalyse

Voraussetzungen:
“Rahmenhypothese” H:y=X0+¢
(X :nxp, Rg(X)=p, e ~Ny0, o%I)).
“spezielle Nullhypothese” Hj: obiges und zusétzlich BO = b
(mit B: (p—q) x p, Rg(B) =p—q<p).

Zum Beispiel:

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

B=| 0 0 1 0 0 0 |, b=o0
0O 0 0 ... 1 0 ... 0

In Worten lautet dann die Nullhypothese “Die ersten p — ¢ Koeffizienten 6; sind gleich 0.”
Wir testen, ob die ersten p — ¢ Variablen im Modell {iberfliissig sind.

Geméss Punkt (c) aus Abschnitt 1.5.1 ist

(BO — b)T(B(XTX)"'BT)~1(B6 — b)
(p—q)o?
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eine geeignete Teststatistik der obigen Nullhypothese. Sie hat unter dieser Nullhypothese
eine Fj,_, n—p-Verteilung. Die folgende geometrische Uberlegung fiihrt zu einer anderen
Form und Interpretation dieser Teststatistik.

Wir nehmen an, dass b = 0 (Dies ist keine wesentliche Einschrénkung, weil wir statt der
urspriinglichen Beobachtungen y — X0 betrachten kénnen mit einem 6, welches B8 = b
erfiillt). Dann kann man y zunéchst in den p—dimensionalen Raum, der von den Spalten
von X aufgespannt wird, projizieren und nachher noch weiter auf den g—dimensionalen
Unterraum, der durch die zusétzliche Nebenbedingung B = 0 definiert wird.

Die dazugehorigen Quadratsummen der Residuen (unter H und Hy) seien SSE und SSEj.

Abbildung 1.9: Modellvergleich

Resultate:

e SSE/(n — p) liefert stets (unter der Rahmenhypothese H und unter der Nullhypo-
these Hy) eine erwartungstreue Schitzung fiir o2.

e SSE und SSEy — SSE sind Quadratsummen in orthogonalen Unterrdumen, und
unter der Nullhypothese Hj ist (SSEy — SSe)/(p — ¢q) eine erwartungstreue
Schitzung fiir 02. Wenn nur die Rahmenhypothese H gilt, ist der Erwartungswert
dieser Differenz grosser als o2.

e Wegen der Orthogonalitiat der Unterrdume gilt

ly =5 =1y 512+ |y - 5

Also ist unter Hy:

(55Eo ~ SSE)/(p—a) _ |5 -5 /p-a) _
SSE/(n—p) ly =51 /t(n—p) 7

und wir kénnen den Ausdruck auf der linken Seite als Teststatistik fiir Hy verwenden.

Auf den ersten Blick sind die beiden oben hergeleiteten Teststatistiken verschieden (gleiche
Verteilung heisst ja a priori nicht, dass die Zufallsvariablen identisch sind). Das folgende
Lemma zeigt, dass die beiden Ausdriicke tatséchlich gleich sind.
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Lemma 1.5.1. Der Kleinste Quadrate Schitzer 5(0) unter der Nebenbedingung BO = b
ist gleich R R R
O =0 — (X" X)'BT(B(X"X)"'B")"'(BO —b).

Ferner gilt N R
SSEy = SSE + (B8 —b)'(B(XT"X)"'BT)"1(BO — b),

Beweis: Wir fithren ein Vektor A ein, der die p — g Lagrange Multiplikatoren fiir die p — ¢
Nebenbedingungen enthélt. Dann miissen wir

(y— X0)T(y— X0) + (BO —b)" A
beziiglich @ und A minimieren. Dies ergibt die Bedingungen
XT(y—X0) +BTx=0, By =b.

Man kann leicht nachpriifen, dass das angegebene 5(0) diese Bedingungen erfiillt. Mit dem
Satz von Pythagoras folgt ferner

~ ~

(y — X0(0))" (v — XB()) = SSE + (X (8 — )" (X(8 — §y)).

Mit Einsetzen folgt daraus die zweite Behauptung. O

Genauso wie man multiple Regression nicht durch einfache Regressionen auf einzelne Va-
riablen ersetzen kann, ergibt der Test der Nullhypothese #1 = #2 = 0 unter Umstédnden
ganz andere Resultate als die beiden Tests fiir die Nullhypothesen 61 = 0. bzw. 8y = 0.
Es kann zum Beispiel geschehen, dass die beiden letzteren Nullhypothesen ohne weiteres
akzeptiert werden, aber die Nullhypothese 31 = o = 0 wuchtig verworfen wird. Das heisst
man kann die erste oder die zweite erkldrende Variable weglassen, aber nicht beide. Die
Erkldrung dieses scheinbaren Widerspruchs ist, dass beide Variablen stark korreliert sind.
Daher kann die eine ohne weiteres an die Stelle der andern treten.

Oft hat man eine erkldrende Variable, die verschiedene Kategorien darstellt (Herkunft,
Typ, Farbe, Geschlecht, ...). Im Beispiel der Sprengungen wurde an sechs verschiedenen
Stellen gesprengt, was iiber eine variierende Beschaffung des Untergrunds einen Einfluss
haben kann. Eine solche Variable heisst auch ein Faktor. Das einfachste Modell postuliert
fiir jede Kategorie einen andern Achsenabschnitt, wihrend die andern Koeffizienten fiir
alle Kategorien gleich sind. Zur Formulierung fithrt man Indikatorvariablen fiir jede Kate-
gorie als zusétzliche erklarende Variablen ein. Damit die Matrix X vollen Rang hat, muss
man dann entweder die erste Spalte x;; = 1 oder die Indikatorvariable fiir die erste Kate-
gorie weglassen. Eine sinnvolle Nullhypothese bei einer solchen kategoriellen erkldrenden
Variablen lautet, dass die Koeffizienten fiir alle Indikatoren null sind, was man mit einem
F-Test testet. Im Beispiel der Sprengungen ist das Ergebnis in Tabelle 1.2 zu sehen. Die
dritte Zeile vergleicht das umfassende Modell mit dem Modell ohne den Faktor “St” als
erkldrende Variable. Sie zeigt, dass der Einfluss der Stelle extrem signifikant ist.

‘Df Sum of Sq RSS F Value Pr(F)

logl0(dist) | 1 2.79  5.07 108 0
logl0(ladung) | 1 0.59 2.86 23 7.62c-06
St| 5 2.10 4.38 16 0

Tabelle 1.2: Tests fiir die Effekte der einzelnen Terme im Beispiel der Sprengungen
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Die Aufteilung
2

2
ly =59 =1y =517+ |3 - 59|

wird auch als Varianzanalysen-Zerlegung bezeichnet,und die Tabelle 1.2 heisst daher Va-
rianzanalysetabelle, oder auf englisch ANOVA (Analyis of Variance)-Tabelle.

1.5.4 Bestimmtheitsmass

Ein bedeutender Spezialfall der Resultate im vorhergehenden Abschnitt ist der folgende:
Man priife, ob iiberhaupt Abhéngigkeit von den unabhéngigen x-Variablen vorliegt.

1 xr12 ... Tip 0 1 0 . 0
wo | o o0 0o 1 0 (- 1) xp
1 Tnp 0 0 0 1
Y Y
~ 0 (0 Y
Unter Nullhypothese Hy : Oo)=1| . yO=|[ 7 | =¥ (nx1)
0
SSEy = |y=39P =y -yl

ly = 3I” + |y — ¥I1?

Varianzanalyse (ANOVA)—Tabelle:

Quadratsumme Freiheitsgrade = Quadratmittel — E [Quadratmittel]

Regression ly — ¥l p—1 Iy -5l?/(p—1) o>+ ||E[YL—_1?[V]|I2
Fehler ly - 3I? n—p ly = ¥1*/(n—p) o’
Total um

Gesamtmittel ly —¥I? n—1 _ _

Man priift die Signifikanz der Abhéngigkeit von den erkldrenden Variablen mit der Test-
statistik
_I5=5I%/p -1
ly = ¥II?/(n —p)°
Diese ist unter Hy F},—1 ,—p-verteilt. In der Vorlesung Varianzanalyse betrachtet man ana-
loge, kompliziertere Zerlegungen der Quadratsumme ||y — ¥||? in speziellen linearen Mo-
dellen, zu denen verschiedene F-Tests gehoren.

Man kann auch die Verteilung der Teststatistik F' unter der Alternative HN(—Hp) und da-
mit die Macht des F-Tests studieren. Man erhélt die sogenannte nichtzentrale F-Verteilung
F,_ 1 ,_ps» mit Nichtzentralititsparameter 6> = |[E [y] — E[y] || erhélt (die Definiti-
on des Nichtzentralitéitsparameters ist aber nicht einheitlich in der Literatur). Genaueres

findet man in der Literatur.
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Eine wichtige Grosse ist der Quotient

e, 9=
ly —¥1?
Er heisst das Bestimmtheitsmass (coefficient of determination), oder der Anteil der
durch das Modell erklarten Varianz. Er misst die Giite der Anpassung des Modells mit
den erklirenden Variablen xU). Es ist nicht schwierig zu sehen, dass R? auch der maxi-
male quadrierte Korrelationskoeffizient von y mit einer beliebigen Linearkombination der
Spalten xU) ist. Das Bestimmtheitsmass ist also auch das Quadrat des multiplen Korre-
lationskoeffizienten zwischen y und den x). Die Linearkombination, welche maximale
Korrelation mit y hat, ist gerade die Kleinste Quadrate Vorhersage y.

Bemerkung: R? und F sind zuniichst die wichtigsten Zahlen eines Computer-Outputs.

1.6 Einfache lineare Regression

1.6.1 Resultate im Spezialfall der einfachen linearen Regression

Die Kleinste Quadrate Schéitzer haben wir schon frither hergeleitet. Wir geben hier noch
die expliziten Formeln fiir die wichtigsten Teststatistiken bzw. Vertrauensintervalle an:

Test fiir die Nullhypothese § = 3y zum Niveau v: Man verwirft, falls

18 — Bol >t
3/\/@ n—2;1—v/2>

n

SSx =Y (¢ —T)°.

i=1

wobei

Das Vertrauensintervall fiir § lautet entsprechend

~

~ o
+t, o1~/ .
ﬁ n—2;1—v/2 m

Das Vertrauensintervall fiir den Erwartungswert einer neuen Beobachtung an einer Stelle
zo (d.h. den Wert der Regressionsgerade an der Stelle z) ist:

~ 5 |1 (x()—f)2
+t,_9.q_ . -4 .
a+Protiy, o1y 0 -t 59+

Der Vertrauensbereich fiir gesamte Regressionsgerade (simultan fiir alle x) ist

2

~, 3 1 (x—7)
a+ Br & vV 2F2,n—2;1—'y -0 E + W

Der simultane Vertrauensbereich ist natiirlich breiter als der individuelle. Schliesslich lautet
der Prognosebereich fiir eine neue Beobachtung an der Stelle xq:

~ 3 ~ 1 (l‘o — 5)2
«Q 2o E£t, 91 /9 14 -4+ —
+ Bro £ ty_2.1-v/2 U\/ +n+ SSx
Der Prognosebereich ist wieder breiter als der Vertrauensbereich. Die Begrenzungen aller

drei Bereiche sind jeweils Hyperbeln.
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1.6.2 Regression und Korrelation

Frither sprach man mehr von Korrelation als von Regression.

Es seien Y und X Zufallsvariablen, das heisst die Daten x1,...,x, werden nun ebenfalls
nicht mehr als fest vorgegeben angenommen.

Definition 1.6.1. Die Korrelation (“Pearson’sche Produktmomentenkorrelati-
on”) ist definiert als:
Cov(X,Y)

= alls Var(X 0, Var(Y) #0
ey Uall Var(X) #0, Var(v) £0

p=p(X,Y)

Eigenschaften der Korrelation:

(i) —1 < p < +1 (Schwarz’sche Ungleichung)

(ii) |p| =1 < Die gemeinsame Verteilung der X und Y ist konzentriert auf einer Geraden
(und das Vorzeichen von p ist gleich dem Vorzeichen der Steigung der Geraden).

(iii) Wenn p = 0, dann heissen X und Y unkorreliert.

(iv) p wird geschitzt durch:

i (@i —T)(yi —7)
Vi@ —2)7 2 (i - )

und fiir diese Schitzung p gilt:

7":2)\:

e —1<p<l1
e |p| =1 <« alle Punkte liegen auf einer Geraden
o sign (7) = sign (3)

Typische Streudiagramme mit verschiedenen Korrelationskoeffizienten sind in Abbildung
1.10 gezeigt.

by ) A
- > . o 4AR
. X LS L
o, oo, vig A8
: o SR &
AL o
. %o,
r=-0.06 r=0.32 r=0.56 r=0.81 r=0.86 r=0.96

Abbildung 1.10: Streudiagramme mit verschiedenen Korrelationskoeffizienten.

Die z-Transformation (“varianzstabilisierende Transformation fiir den Korre-
lationskoeffizienten”) (Fisher). Es seien (X,Y’) gemeinsam normalverteilt. Definiere:

~ 1 1+p
z:=tanh™!(p) = 3 log (%)
—p

dann gilt fiir beliebiges p in sehr guter Nidherung (fiir ca. n > 10)

U
z~N<tanh (p),n_3>.

Graphische Interpretation der z-Transformation:
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e Liegt das wahre p in der Ndhe von 0, dann ist die Varianz von p gross,

e Liegt das wahre p in der N#he von +1, dann ist die Varianz von p klein.

Die z-Transformation &ndert die Skala nun so, dass die Varianz konstant wird (das heisst
man “staucht in der Mitte” und “streckt an den Réandern”).

Um p =0 gegen p # 0 zu testen kann man aus 3 Tests auswéhlen:
1. Tabelle oder Diagramm (siehe Abbildung 1.11)

2. t— bzw. F-Test fiir 3 =0

3. tanh~!-Transformation.

Mit dem ersten und dritten Test kann man auch auf einen beliebigen festen Wert von p
testen (und so Vertrauensintervalle konstruieren).

0 -19 -D8 -0F -0F -05 -0k 03 -0k -
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Kerrelationshoeffizient der Stichprobe

Abbildung 1.11: Vertrauensgrenzen des Korrelationskoeffizienten: 95%-Vertrauensbereich
fiir p: Die Zahlen an den Kurven bezeichnen den Stichprobenumfang (aus F.N. DAVID:
Tables of the Ordinates and Probability Integral of the Distribution of the Correlation
Coefficient in Small Samples, The Biometrika Office, London 1938)

Rangkorrelation: Da die Pearson’sche Korrelation nicht robust gegeniiber Ausreissern ist
(siehe Abbildung 1.12), benutzt man oft eine Rangkorrelation. Es gibt zwei Varianten,
diejenige von Spearman und diejenige von Kendall:
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o . ,:. o '..
s e
TR

Abbildung 1.12: Verschiedenartige Punktwolken mit Korrelation r = 0.7

Die “Spearman’sche Rangkorrelation” ist einfach die Pearson’sche Korrelation der Rénge
der X; mit den Réngen der Y;. Da die Summe der Ringe (oder deren Quadrate) einen
festen Wert hat, lassen sich die Formeln vereinfachen. Man erhélt:

651, D?
=1- ==L D; = X;) — Y;
rs o) Rg(Xi) — Rg(Y3)
Die Kendall’sche Rangkorrelation ist definiert als

T, =Ty

—o9.k 7d
K n(n —1)

T, = # Konkordanzen = # Paare mit (z; —x;)(y; —y;) >0

wobet: T, = # Diskordanzen = # Paare mit (z; —z;)(y; —y;) <0
Erginzung: Partielle Korrelationen

Gegeben seien 3 Zufallsvariablen X, Y und Z. Dann ist die partielle Korrelation zwischen
X und Y unter Festhalten von Z definiert als:

o PXY — PXZPYZ L Xy —TXz'vZz
PXY.Z ‘= 5 5 rXy.z ‘= 5 5
\/(1 —pxz) 1 —pyz) \/(1 —1%7) (L =1y y)

Dies misst Stdarke und Richtung des linearen Zusammenhangs von X und Y nach Aus-
schalten des linearen Zusammenhangs von X bzw. Y mit Z.

oder geschiéitzt:

1.6.3 Vertauschung von X und Y, Regression zum Mittel

Wenn sowohl X als auch Y als zufillig angesehen werden, konnen wir die Kleinste Quadrate
Gerade wie folgt schreiben:
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Da p stets absolut kleiner ist als 1, ist die Prognose von Y stets ndher beim Mittel als der
zugehorige X-Wert, wenn wir bei beiden Grossen die Abweichungen in Standardeinheiten
messen. Wenn z.B. p positiv ist und wir einen X-Wert von z.B. einer Standardabweichung
iiber dem Mittel betrachten, dann ist die Prognose des zugehorigen Y-Wertes weniger
als eine Standardabweichung iiber dem Mittel. Das heisst, man prognostiziert stets eine
Riickkehr zum Mittel, was zum Namen “Regression” gefiihrt hat.

Dieses Phénomen wird immer wieder von neuem entdeckt und oft ausfiihrlich in einem
kulturpessimistischen Sinne interpretiert. Wie unsere Formeln zeigen ist dies jedoch ein
ganz allgemeines Phédnomen, das stets auftritt und keiner besonderen Interpretation be-
darf. Es ist viel mehr eine Eigenschaft von Prognosen: Weil mehr Beobachtungen in der
Mitte liegen, tendiert man bei Prognosen in die Richtung der Mitte.

Abbildung 1.13: Regressionsgeraden “y gegen x” und “x gegen y”

Dass dieser Riickschritt zum Mittel nichts aussergewohnliches ist, wird noch klarer, wenn
wir die Rolle von X und Y vertauschen. Die Regressionsgerade von X auf Y hat aus
Symmetriegiinden die Form

Das heisst, wenn wir riickwérts schauen, und fragen, wie der X-Wert war, wenn der zuge-
horige Y-Wert eine Standardabweichung iiber dem Mittel ist, dann ergibt sich die Antwort
“weniger als eine Standardabweichung”. Man kénnte dann versucht sein, dies als ein Zei-
chen von Fortschritt zu interpretieren !

Wenn wir die beiden Regressionsgerade im gleichen Plot einzeichnen, haben wir die beiden
Steigungen

_Oy 1oy
p=—,bzw. =—
ox pPoXx

Die beiden Regressionsgeraden sind also offensichtlich nicht gleich, es ergibt sich die soge-
nannte “Regressionsschere” (siehe Abbildung 1.13).

Wenn (X,Y) zweidimensional normalverteilt ist, dann sind die Héhenkurven der gemein-
samen Dichte Ellipsen. Die beiden Regressionsgeraden schneiden eine Hohenkurve dort,
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wo die Tangenten vertikal bzw. horizontal sind, denn dort werden die bedingten Dichten
von X gegeben Y =y, bzw. Y gegeben X = z maximal.

1.7 Residuenanalyse, Modelliiberpriifung, Vorgehen falls Vor-
aussetzungen verletzt

Residuenanalyse ist die graphische (und zum Teil auch numerische) Untersuchung der
Residuen, d.h. der geschétzten Fehler

Ty =& =Yi — Yi,

zur nachtriglichen Uberpriifung der Modellannahmen und zur Entwicklung eines besseren
Modells.

1.7.1 Normal plot

Verteilungsannahmen kann man allgemein mit dem Quantil-Quantil-Diagramm (Q-Q plot
= quantile-quantile-plot) iiberpriifen. Wenn man speziell die Normalverteilung priifen will,
spricht man auch vom normal plot.

Wir definieren den normal plot zunéchst fiir i.i.d. Zufallsvariablen X, ..., X,,. Die “empi-
rische kumulative Verteilungsfunktion” ist definiert als:

1
u= F,(z) = —Anzahl{ X; < z}.
n

Dies ist eine Treppenfunktion, die sich fiir grosses n der wahren Verteilungsfunktion an-
nihert (Lemma von Glivenko-Cantelli). Insbesondere gilt

Fo(x) — ®(=—5),

falls die X; normalverteilt sind. Wenn wir daher
2= ® N (F,(z))

setzen, dann ist fiir “gentigend grosses” n

Beim normal plot tragen wir (an ausgewihlten Punkten) x gegen z auf. Wenn die X;
tatsdchlich normalverteilt sind, dann ergibt der normal plot ungefiahr eine Gerade, und die
Parameter p und o sind gerade gleich dem Achsenabschnitt und der Steigung. Allerdings
ergeben sich durch die zufilligen Schwankungen der Daten Abweichungen. Eine Idee, wie
gross diese etwa sein konnen, erhélt man mit Hilfe von Simulationen, vgl.Abbildung 1.14.

Wenn die Annahme der Normalverteilung nicht zutrifft, zeigen sich im normal plot syste-
matische Abweichungen von einer Geraden. Typische Félle sieht man in der Abbildung
1.15. Die Interpretation ist jedoch nicht immer eindeutig, da die Ubergiinge fliessend sind.
Die Situation in der Abbildung 1.16 kann man als eine Mischung aus zwei Gruppen oder
als eine kurzschwénzige Verteilung interpretieren.

Es gibt auch einen formalen Test auf die Normalverteilung, der auf dem Normalplot be-
ruht, und zwar den “Shapiro-Wilks-Test”. Er misst im Wesentlichen die Korrelation der
Punktwolke im normal plot.
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Abbildung 1.14: QQ-plots fiir normalverteilte Zufallsvariable X mit a) 20, b) 100 und c)

1000 Realisierungen.
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Abbildung 1.15: a) Langschwénzige Verteilung b) Schiefe Verteilung c) Ausreisser

Details zur Darstellung

e Wenn n klein ist (ca. n < 100):

Trage alle Beobachtungen einzeln auf der Ordinate auf. Durch die Anordnung erge-
ben sich gerade die “Ordnungsgrossen” (order statistics, geordnete Beobachtungen)
Xay £ X(g) < ... < X()- Nach Definition ist F,(X(;)) = i/n, aber um die Effekte
der Spriinge von F,, zu mildern, trégt man auf der Abszisse @‘1(%) auf (oder

@ (57) oder @7 (57) oder @71 (54175

Wenn n gross ist (ca. n > 100):
Waihle irgendwelche, z.B. dquidistante z-Werte aus dem Wertebereich der Daten auf
der Ordinate.

Hiufig beschriftet man die Abszisse auch mit v = ®(z). Wegen der nichtlinearen
Skala bleibt im Diagramm (u,z) eine Gerade. Dann kann man die Werte F;*(u)
auf der Ordinate ohne Umrechnung leicht eintragen. Dies war vor allem in der Vor-
Computerzeit wesentlich, wo man noch spezielles “Wahrscheinlichkeitspapier” ver-
wendete.

e Hiufig werden die Achsen auch vertauscht, d.h. man zeichnet z gegen x.
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Abbildung 1.16: Zwei Gruppen oder kurzschwénzige Verteilung?

In der Regression haben wir die Fehler €; nicht beobachtet. Wir kénnen aber den normal
plot mit den Residuen &;, bzw. den standardisierten Residuen &;//1 — P;; verwenden. Zur
Erinnerung: die Residuen &; haben weder konstante Varianz noch sind sie unkorreliert.
Die Standardisierung bewirkt, dass die Varianz wieder konstant wird. Meist ist aber dieser
Effekt vernachléissigbar.

Zusammenfassend: Der normal plot priift die Normalverteilung der Residuen gegeniiber
Schiefe, Langschwiinzigkeit (oder Kurzschwiinzigkeit) der Verteilung, Ausreissern und an-
deren Besonderheiten.

1.7.2 Tukey-Anscombe Plot

Der Tukey-Anscombe Plot ist eine Darstellung der Residuen r; gegen die geschétzten Werte
U;. Es gilt stets > r;y; = 0, d.h. die Stichprobenkorrelation im Tukey-Anscombe Plot ist
immer gleich null. Wenn in diesem Plot eine nichtlineare Struktur besteht, weist das auf
eine Verletzung der Modellannahmen hin. Wiirde man die Residuen gegen die Werte y;
plotten, wiirde die Korrelation die Interpretation erschweren.

Bei einfacher Regression ist dies (im Wesentlichen) dquivalent zur Darstellung der r; gegen
die z; (ganz anders in der multiplen Regression, denn dort ist der Plot r; gegen ¥; informa-
tiver als die komponentenweisen Plots 7; gegen x;;). Ebenfalls ist bei einfacher Regression
der Plot &hnlich zur urspriinglichen Darstellung y; gegen x;. Man kann aber Abweichungen
von der Horizontalen besser beurteilen als Abweichungen von einer schiefen Gerade.

Wie der Tukey-Anscombe Plot im Idealfall aussieht, ist in der Abbildung 1.17 dargestellt.
Eine héufige Abweichung von der Annahme konstanter Fehlervarianz ist, dass die Varianz
mit der Zielvariablen zunimmt. Wie sich das dussert im Tukey-Anscombe Plot, sieht man in
Abb. 1.18 a)—c). Wenn sich im Tukey-Anscombe Plot eine Struktur in Form eines “Trends”
zeigt, ist das ein Hinweis darauf, dass die Regressionsfunktion nicht die angenommene
Form hat (d.h. der Erwartungswert der Fehler ist nicht null.) Abb. 1.18d ist ein typisches
Beispiel dafiir, dass wohl in der Modellannahme ein quadratischer Term vergessen wurde.

Wenn man im Tukey-Anscombe Plot einen systematischen Zusammenhang der Fehlervari-
anz mit 7; oder den x—Variablen entdeckt, dann soll man die Zielvariablen transformieren
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<>

Abbildung 1.17: Tukey-Anscombe Plot in einem Fall, wo die Voraussetzungen des Modells
erfiillt sind.

a) b) ©) d)

Abbildung 1.18: a) Lineare Zunahme der Standardabweichung, b) Nicht-lineare Zunah-
me der Standardabweichung, ¢) 2 Gruppen mit unterschiedlicher Varianz, d) Fehlender
quadratischer Term im Modell.

oder eine “gewichtete Regression” (siehe Abschnitt 1.7.5) durchfiihren. Wenn die Streuung
der Fehler linear mit den angepassten Werten zunimmt, stabilisiert die Logarithmustrans-
formation die Varianz. Wenn die Streuung der Fehler ungefihr mit der Wurzel der ange-
passten Werte zunimmt, stabilisiert die Wurzeltransformation die Varianz. (Dies folgt aus
einer Taylor-Entwicklung)

1.7.3 Zeitreihenplot, Durbin-Watson Test

Abhéngigkeiten der Fehler fithren dazu, dass die Niveaus der Tests und Vertrauensinter-
valle nicht mehr korrekt sind. Dies ist einfach einzusehen: Wenn € ~ N ,,(0,X), dann folgt
mit einfacher Rechnung, dass

0~ N0, xTX)" " (XTsx)(XxTx)™).

Wie gross die Effekte von Korrelationen der Fehler sind, héngt sowohl von den Versuchs-
bedingungen X als auch von der Gestalt der Kovarianzmatrix > ab. In vielen Fallen ist
der Effekt jedoch wesentlich.

Ohne Annahmen iiber die Struktur der Abhéngigkeiten kann man nicht viel machen: Selbst
wenn man die Fehler e; kennen wiirde, kann man ohne zusétzliche Annahmen aus n Daten
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nicht eine beliebige Kovarianzmatrix mit n(n + 1)/2 Elementen schétzen.

Wenn die Beobachtungen in zeitlicher Reihenfolge gemacht werden, ist es oft so, dass die
Kovarianz der Fehler eine (iiblicherweise monoton fallende) Funktion der Zeit zwischen
den Beobachtungen ist. Diesen Typ von Abhingigkeit kann man entdecken, indem man
die Residuen r; gegen die Beobachtungszeiten t; der Beobachtung auftrigt. Falls diese
unbekannt sind, kann man auch die serielle Nummer k(i) der Beobachtung nehmen.

Wenn im Zeitreihenplot die Punkte zuféllig um die Abszisse variieren, so ist das Bild in
Ordnung. Falls dagegen benachbarte r; einander besonders dhnlich sind, so deutet dies auf
eine serielle Korrelation der Fehler hin. Manchmal beobachtet man auch einen Sprung im
Niveau der Residuen. Dann hat sich das Modell offenbar zu einem bestimmten Zeipunkt
schlagartig geéndert.

Man kann auch die Unabhéngigkeit gegen die Alternative einer seriellen Korrelation testen.
Zwei mogliche Tests sind

(i) Der Iterationstest (run test) Der run-Test zihlt die Anzahl der Teilfolgen (“runs”)
der Residuen mit jeweils gleichem Vorzeichen. Bei Unabhéngigkeit darf man einer-
seits nicht zu wenige, andererseits aber auch nicht zu viele runs haben.

(ii) Der Durbin-Watson-Test Dieser Test verwendet die Teststatistik

S (i — )2
Z?:1 7’2‘2

T =

Durch Ausmultiplizieren folgt

-1
T~21— E?:l TiTi+1
~ Zn 7‘2 )
i=1"4%

(Die Unterschiede sind nur Randeffekte). Der Quotient ist eine Schitzung der Kor-
relation von g; und £;4; (unter der Annahme, dass alle ¢; die gleiche Varianz haben).
Wenn die €; unabhéngig sind, ist 1" also ungefihr 2, und kleine Werte von T' weisen
auf positive Abhéngigkeit hin.

Die Bestimmung der kritischen Werte fiir diesen Test wird dadurch kompliziert,
dass die Verteilung der r; und damit auch die Verteilung von 7" vom Versuchsplan
(design), d.h. von den gewé#hlten Stellen x; abhéngig ist. Der Test betrachtet nur die
Extrema iiber alle designs, was dazu fithrt, dass man zwei Tabellenwerte (siehe z.B.
Sen und Srivastava (1990), p. 326). hat. Ist 7" kleiner als der untere Tabellenwert,
so wird die Nullhypothese “Unabhéngigkeit” verworfen; ist hingegen T grosser als
der obere Tabellenwert, dann ist man im Annahmebereich. Dazwischen héngt es von
den x; ab, man hat also gewissermassen “Stimmenthaltung”.

Der Nachteil des Durbin-Watson-Tests ist, dass er nur die Korrelation zwischen un-
mittelbar aufeinanderfolgenden Beobachtungen anschaut.

Wie oben gesagt, haben die Versuchsbedingungen einen Einfluss darauf, wie stark sich
Korrelationen der Fehler auswirken. Wenn man selber auswéhlen kann, in welcher Rei-
henfolge man die Beobachtungen macht, dann ist es im Fall einer erkldrenden Variablen
héufig verlockend, diese gerade nach aufsteigenden z-Werten zu machen, weil dies oft am
wenigsten Aufwand erfordert. Diese Versuchsanordnung ist aber sehr ungiinstig, weil sich
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dann positive Korrelationen der Fehler besonders stark auf die Schétzung der Steigung
auswirken. Etwas anders gesagt, eventuelle zeitliche Trends der Fehler werden dabei mit
dem Effekt der unabhéngigen Variablen vermischt.

Viel besser wéhlt man deshalb die x-Werte mdoglichst “orthogonal zur Zeit”, d.h. , die z;
und die ¢; (oder k(7)) sollen unkorreliert sein. Dann heben sich Trends bei der Schétzung
der Steigung heraus (bei linearen Trends exakt, sonst genéhert), und entsprechend ha-
ben positive Korrelationen einen kleinen Effekt auf die Varianz der geschitzten Steigung.
Dies gilt jedoch nicht beim Achsenabschnitt: Die Varianz des arithmetischen Mittels wird
gross, wenn die Korrelation der Beobachtungen gross ist. Genéherte Orthogonalitit zur
Zeit erhidlt man am einfachsten, indem man die Reihenfolge der x-Werte zuféllig wihlt
(sogenanntes Randomisieren).

1.7.4 Interior Analysis

“Interior analysis” heisst lokale Schitzung der Fehlervarianz aus Replikaten oder “Fast-
Replikaten”. Unter “Replikaten” versteht man wiederholte Messungen an der gleichen Stelle
x;, und unter “Fast-Replikaten” Messungen, die beinahe an der gleiche Stelle x; liegen, vgl.
die Abbildung 1.19. Die “Interior analysis” priift, ob das Modell einen “lack of fit”, also
einen systematischen Fehler in der angepassten Modellklasse, aufweist. Mit andern Worten,
man {iberpriift damit die Annahme E [¢;] = 0.

y
(o)
oY32 o
[ ]
0Y34
o Ys. e —

N

oYz . Replikate
O
o o Datenpunkt y;;
Fast-Replikate e arithm. Mittel y;.
45) T1Te T3 Ty s X

Abbildung 1.19: Replikate
Das Modell mit n; Replikaten an der Stelle x; lautet:
Vij=xi0+ey; (i=1,....kj=1,...,n;)
wobei g;; ii.d. ~ N(0,0%). Die Anzahl Beobachtungen ist dann n = Zle n;. Dieses
Modell kénnen wir mit dem grosseren Modell vergleichen, bei dem die Beziehung zwischen
Y und X durch eine beliebige Funktion f gegeben ist. Wir fiihren die Werte E[Y;;] =

f(x;) = p; als unbekannte Parameter ein:

Yij=pi+e; (G=1,...kji=1...,n),
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Die Kleinste Quadrate Schétzung von p; ist dann einfach das arithmetische Mittel der
Beobachtungen an der Stelle x;:

n;
i = Yi. = Zyzg/nz
J=1

Wir haben also zwei ineinander geschachtelte Modelle und kénnen den iiblichen F-Test
durchfithren. Die orthogonale Zerlegung fiir die ANOVA-Tabelle lautet:

SO i =07 =D Wi — )+ > nailyi — 5i)
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

(1) (2)

e (1) misst den zufilligen Fehler. Die Anzahl Freiheitsgrade ist S-%_ (n; — 1) = n — k.
e (2) misst den zufélligen Fehler und den “lack of fit”. Die Anzahl Freiheitsgrade ist
k—p

Bei Fast-Replikaten kann man eine Korrektur vornehmen: Zwei Fast-Replikate koénnen
parallel zur Regressionsgerade an die mittlere x-Stelle der beiden verschoben werden, vgl.
Abb. 1.20. Dies gibt uns dann zwei Replikate. Wenn p gross ist, ist es jedoch im Allgemeinen
schwierig, Fast-Replikate zu finden.

- —©

o—*

Abbildung 1.20: Korrektur fiir Fast-Replikate

1.7.5 Verallgemeinerte Kleinste Quadrate, Gewichtete Regression

Modell: Y = X0 + e | wie bisher, aber jetzt: e~ N(0, 0°%)|.

Wir nehmen an, dass ¥ bekannt ist, aber ¢? unbekannt, d.h. die Kovarianzmatrix der
Fehler ist bis auf eine multiplikative Konstante bekannt. Zusétzlich nehmen wir an, X sei
positiv definit. Dann existiert eine reguliire Matrix A so dass AAT = 3, d.h. A ist eine
Quadratwurzel von X, siche Anhang.

Riickfithrung auf unser bekanntes Modell: Bilde
T e | g1 . - ~
y=ATy=A"(X0+e)=A ~Xé?—i—A~ e=X0+¢
X €

Dann gilt
EE] = E[A'e]=A"'Eg] =0
Cov[g] Cov[A™le] = A7 Covle](A™1)T
= Ao} (AAT(AHT =62,
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Das heisst, das “Tilde-Modell”, das wir durch die lineare Transformation mit A~! entsteht ,
erfiillt gerade die Voraussetzungen des bisherigen Modells der multiplen Regression. Dabei
ist die Invertierbarkeit der Matrix A der zentrale Punkt (was durch die positive Definitheit
von Y gegeben ist).

Anwendung der bekannten Theorie auf das “Tilde—Modell”:

Wir schétzen 8 mit Kleinsten Quadraten im “Tilde-Modell”, d.h. wir minimieren
ly — X6|* = (y - X0)" A" A7 (y - X0) = (y — X0)" 2\ (y — X0).

Dies entspricht einer Kleinste Quadrate Schitzung fiir die urspriinglichen Daten (y, X)
mit einem andern Skalarprodukt. Wir erhalten

0=X"X)"XTy = (xTe'x)"'xTx 1y,

die sogenannte verallgemeinerte Kleinste Quadrate Schétzung fiir 8. Diese hat die
Eigenschaft, dass R
0~ N,0, FA(XTE7Ix)™1).

Mit den gleichen Uberlegung wie frither erhilt man Tests, Vertrauensintervalle etc. Aus
den Resultaten des Abschnitts 1.9 wird folgen, dass verallgemeinerte Kleinste Quadrate
eine kleinere Varianz haben als gewohnliche Kleinste Quadrate falls X # I.

Ein wichtiger Spezialfall ist der, wo > diagonal ist, d.h. die Fehler sind unkorreliert, aber
sie haben unterschiedliche Genauigkeit:

(% 0

Vo
5= ‘ (v; >0 Vi)

0 Up,

Dann fithrt man Gewichte w; proportional zu v— ein, d.h. man minimiert ), wZ . Je ge-
nauer eine Beobachtung ist, ein desto grosseres Gewicht erhilt sie in der Verallgemelnerten
Kleinste Quadrate Schitzung.

Die Fille, wo man die Kovarianz der Fehler bis auf einen konstanten Faktor kennt, sind eher
selten. Wenn das nicht der Fall ist, dann verwendet man oft zuerst gewohnliche Kleinste
Quadrate und schéitzt eine Kovarianzmatrix 5} auf Grund der Residuen. In einem zweiten
Schritt verwendet man dann verallgemeinerte Kleinste Quadrate mit dieser geschétzten
Kovarianzmatrix 3. Vor allem bei zeitlich korrelierten Fehler ist ein solch zweistufiges
Vorgehen sehr verbreitet und wird meist als Cochrane-Orcutt Verfahren bezeichnet.

1.8 Modellwahl

Wir nehmen an, dass unsere Beobachtungen erzeugt wurden geméss dem Modell

yi = f(xq) + € (i=1,...,n)

mit ¢; i.i.d., E[g;] = 0, Var(g;) = 2. Als Modell fiir den Erwartungswert verwenden wir

p
XZ)% E Hjl’ij.
j=1
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Wir nehmen an, dass wir einen Achsenabschnitt im Modell haben, d.h. x;; = 1 fiir alle 7.
Fragestellung: Welche Variablen sollen in die Modellgleichung aufgenommen werden ?
Naive Antwort: “Je mehr, desto besser!”.

Diese Antwort trifft nicht generell zu. Es kann vorkommen, dass von den p Variablen einige
“tiberfliissig” sind oder nur einen kleinen Beitrag zu einer besseren Erklarung liefern. Je
mehr Koeffizienten wir aber schitzen, desto grosser wird auch der zuféllige Fehler der
geschétzten Parameter und der Modellvorhersage sein. Die Antwort ist also falsch.

Die Variablen koénnen durch theoretische Uberlegungen des Fachgebietes (zum Beispiel in
der Physik) gegeben sein. Dann treffen wir keine Modellwahl im Sinne der Statistik. Im
Unterschied zu frither betrachten wir auch keine Transformationen fiir y und/oder x, es
geht nur noch darum, ob eine (allenfalls schon transformierte) Variable aufgenommen oder
weggelassen wird.

Die Suche nach dem “besten Modell” héngt dabei ab von der Problemstellung:

(i) Regressionsmodell als erkldrendes Modell

(ii) Regressionsmodell fiir Vorhersagen

Zunichst besprechen wir schrittweise Verfahren, danach Methoden, bei denen man alle
moglichen 2P~1 Modelle anschaut und dann auf Grund eines geeigneten Kriteriums das
“Beste” auswihlt. Die schrittweisen Verfahren sind natiirlich weniger aufwéndig.

1.8.1 Modellwahl mit “stepwise regression”

(1) Stepwise regression forward:

Starte mit dem Modell, das nur die Konstante x;; enthélt:
yi =01+ €.

(Die Schétzung von 6 ist dann natiirlich das arithmetische Mittel der Beobachtun-
gen). Die Variablen werden nun einzeln (und “schrittweise”) ins Modell hineingenom-
men, und zwar in jedem Schritt diejenige Variable, die den signifikantesten F'—Wert
im Vergleich zum vorherigen Modell liefert.

Stoppregel: Iteriere, bis die F-Statistik nicht mehr signifikant ist (d.h. man muss
ein Signifikanzniveau vorgeben). Da man wiederholte Tests durchfiihrt, ist bei der
Interpretation dieses Niveaus jedoch Vorsicht geboten.

(2) Stepwise regression backward:

Starte mit dem vollen Modell:
y; = 01 —l—@gxig—l-...—i-epxip—i-é‘i

Die Variablen werden nun einzeln (und “schrittweise”) aus dem Modell herausgenom-
men, und zwar in jedem Schritt diejenige Variable, welche den kleinsten F'—Wert beim
vergleichenden Test liefert, solange, bis dieses F' signifikant ist.

Diskussion der stepwise regression:
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(o

~

Y(a+1)

Abbildung 1.21: Bisheriges Modell (g-dimensional) und grosseres Modell ((¢ + 1)-
dimensional, eine Variable mehr).

e Das “backward” ist aufwandiger und unter Umstdnden numerisch heikler (wenn p > n
ist, ist es gar nicht durchfithrbar). Es liefert aber mit grosserer Sicherheit ein gutes
Modell.

e Oft werden “forward” und “backward” kombiniert (mit zwei verschiedenen Signifi-
kanzniveaus, da man sonst mit der Wegnahme und Hinzunahme der x() hin- und
herpendeln wiirde).

e Die Stoppregel liefert nicht notwendig ein “bestes” Modell im Sinne der Kriterien,
die wir im néichsten Abschnitt besprechen.

e Die Sequenz der hinzu— resp. herausgenommenen Variablen sollte nicht als Ordnung
fiir die Wichtigkeit der Variablen interpretiert werden.

e Das “forward” und das “backward” Verfahren kénnen ganz verschiedene Losungen
ergeben.

Beispiel zum letzten Punkt: Wir wihlen drei erkldrende Variablen, so dass

e X; und Xy sind schlecht mit Y korreliert, aber Y ist (fast) genau eine Linearkombi-
nation von X; und Xs.

e X3 ist stark korreliert mit Y.

Die forward regression wihlt zuerst X3 und stoppt dann (bzw. wihlt noch { X7, X3} oder
{X2, X3}), withrend backward {X;, X2} wihlt und dann stoppt.

1.8.2 Modellwahlkriterien
Die C), -Statistik von Mallows

C), ist eine Schitzung fiir den mittleren quadratischen Vorhersagefehler eines angepass-
ten Modells, gemittelt iiber die realisierten Versuchsbedingungen x; (i = 1,...,n). Es
beriicksichtigt auch den Bias eines nichtpassenden Modells; es benstigt aber eine gute
(biasfreie und geniigend genaue) Schitzung fiir 0 (z.B. von einem “vollen” Modell mit allen
bendtigten, aber eventuell zu vielen Variablen; aus Replikaten oder “Fast-Replikaten”; oder
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aus Erfahrung). Es liefert eine automatische “Bestrafung” fiir iiberfliissige Variablen und
kann als (geschétztes) Gesamtmass fiir die Giite einer Modellgleichung benutzt werden.

Gemiiss den Annahmen zu Beginn dieses Abschnittes sind die y; unabhéingig mit E [y;] =
f(x;) = p; und Var(y;) = o2. Ein Modell wird beschrieben durch die Teilmenge M C
{1,2,...,p} der aufgenommenen Variablen. Dabei soll z;; = 1 gelten und jedes M soll 1
enthalten. Die zugehorige X-Matrix bezeichnen wir mit X, d.h.

XM = (2551 <i<n,je M).
Wir schitzen dann mit Kleinsten Quadraten den Parameter des Modells M
8" = ((XM)Tx M) (xM)Ty
und den Vektor der Erwartungswerte p; = E [y;] entsprechend durch
M = xMg"
Wir passen also ein moglicherweise falsches lineares Modell M mit |M| Variablen durch

Kleinste Quadrate an. Das Modell kann zum Beispiel eine Gerade sein, obwohl die E [y,]
auf einer Parabel liegen, siehe Abb. 1.22.

Abbildung 1.22: Theoretisch bestpassende Gerade (gestrichelt) zu in Wirklichkeit quadra-
tischem wahrem Modell (ausgezogen).

Es gilt analog wie im Fall, wo das Modell als richtig angenommen war, dass
B 5] = XM (XXM (X T,

was nichts anderes ist als die beste Approximation von g durch die im Modell aufgenom-
menen Variablen. Diese Approximation wird natiirlich immer besser, je mehr Variablen
wir ins Modell aufnehmen (meist sogar echt besser, denn in der Praxis ist der Einfluss
einer Variablen zwar oft klein, aber kaum je exakt null). Ferner gilt

Cov(y") = o XM ((XM)TXM)=H(XM)T,
d.h. die zufélligen Schwankungen sind gleich wie im Fall, wo das Modell richtig ist. Insbe-
sondere ist

S Var(@) = o2t (XM (XXM (XN = (Mo
=1
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Je mehr Variablen wir ins Modell aufnehmen, desto grosser wird also die Summe der
Varianzen von M.

Als Mass fiir die Giite eines Modells verwenden wir die Summe der mittleren quadratischen
Abweichungen (sum of mean square errors) der 7 von den wahren Werten u;:

SMSE = SMSE(M) =E [|ly" — ull*] =Y E[@" - m)*]-
i=1

WEeil fiir jede Zufallsvariable Z und jede Konstante ¢
B[(Z -] =E[((Z - B[2)) + (BIZ] - 0))?] = Var(Z) + (B[Z] — ) +2-0

gilt, haben wir

SMSE = ZVM@ZM) + Z(E (5] = i) = [M]o® + Z(E M) = pi)*.
i=1 i=1 i=1
Der erste Term wird klein, wenn das Modell moglichst wenige Variablen enthélt, der zwei-

te hingegen dann, wenn das Modell mo6glichst viele Variablen enthélt. Oft skaliert man
SMSE noch mit o2 und betrachtet

_ SMSE(M)

FP(M) 2

g

Es gilt immer I', (M) > | M| mit Gleichheit genau dann, wenn das Modell keinen Bias hat
(aber u.U. iiberfliissige Terme).

Wir kénnen ,@\Z]V[ auch als Prognose fiir eine neue Beobachtung Y, +; = p; +ep,4; betrachten.
Dann ist die Summe der mittleren quadratischen Prognosefehler (sum of prediction square
errors) gleich

SPSE =Y E|[(Ynsi — 5] =D _E[(Yori — 1)*]+>_E[@" — 1:)?] = no®+SMSE.
=1 =1 =1

(Genau genommen miisste man “sum of mean square prediction errors” sagen).

Minimierung von SMSE, bzw. I', bzw. SPSE fiihrt also stets auf das gleiche Modell. Wir
kénnen aber keine dieser Grossen berechnen, wenn wir ¢ und g nicht kennen. Eine naive
Schitzung von SPSFE wire die Summe der quadrierten Residuen (sum of squared errors)

n

SSE(M) = ly = yM|P = (v - 5")%
i=1

d.h. einfach das Kriterium der Kleinsten Quadrate Schatzung. Diese Grosse wird jedoch
immer kleiner, je mehr Variablen man dazunimmt, und sie unterschétzt SPSFE. Es gilt
nédmlich

Ellly -3l = > Var(yi—3")+> (B[l - E[5"])?
i=1 i=1

— (n— Mo + > (Bly] - m)® = SPSE(M) — 2|M]o>.
=1
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Also ist es besser SPSE durch SSE(M) + 2|M|5? zu schiitzen, wobei 62 eine Schiitzung
von o2 ist (z.B. aus dem vollen Modell M = {1,2,...p}), und dann dasjenige Modell zu
wiéhlen, welches diese Schitzung von SPSFE minimiert. Analog kénnen wir die Schitzung

SSE(M
Cp(M) = % —n+2|M|,

von I', verwenden. Wegen der zufilligen Streuung kann C), im Unterschied zu I', auch
kleiner als | M| oder sogar negativ werden.

Cp

2 3 4 5 6 7 8 9

1

0

Abbildung 1.23: Cp,-Plot: a) beste geschétzte Vorhersage, b) beste geschitzte biasfreie
Vorhersage, ¢) Punkt unterhalb der Winkelhalbierenden aufgrund der zufélligen Streuung
von C,,.

Das Informations-Kriterium von Akaike AIC

Man definiert fiir ein beliebiges Modell (nicht unbedingt ein Regressionsmodell) mit &
Parametern die Grosse R
AIC(a) = =20+ ak

wobei 7, der maximalen Wert der log-Likelihood-Funktion dieses Modells ist (d.h. die
log-Likelihood-Funktion beim MLE). Der erste Term misst, wie gut das Modell zu den
Daten passt, und der zweite Term bestraft die Komplexitit des Modells. Ublicherweise
ist die multiplikative Konstante « im Bestrafungsterm gleich zwei. Unter verschiedenen
Modellen, die zur Wahl stehen, nimmt man dann dasjenige mit minimalem AIC.

Wenn wir nun speziell ein lineares Modell mit normalverteilten Fehlern und einer Auswahl
M c {1,2,...p} von erklirenden Variablen haben, dann ist

log fa(y,0) = —g(log(27r) +log(0?)) — %(y _ xMgM)T(y _ xMg)

Wenn man o2 als gegeben anschaut (z.B. aus Erfahrung oder andern Untersuchungen),
dann ist bis auf Konstanten

~ 1 ~M ~M
—20y = — (y—x"o )T(y—xMo"),

SSE(M)
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also ist die Grosse AIC(2) bis auf eine (fiir die Modellwahl irrelevante) Konstante gleich
C)p, wenn beide das gleiche o benutzen.

Wenn man auch o schitzt mit dem Maximum Likelihood Schéatzer

521 — SSEQD).

dann ist das Akaikekriterium bis auf Konstanten gleich
AIC (o) = nlog(6*(M)) + a |M|.
Mit einer Taylor-Approximation des Logarithmus an einer Stelle o2 , folgt

SSE(M)

AIC(2) ~ nlog(c?) + 5— —n+2[M]|.
o

Also sieht man, dass auch in diesem allgemeineren Fall AIC' sehr &hnlich ist zu C,, zu-
mindest fiir die Modelle, bei denen SSE(M)/n in der Nithe der Schiitzung von o2 ist, die
bei C), verwendet wird.

1.9 Das Gauss-Markov-Theorem

Dieses Theorem sagt, dass die Kleinste Quadrate Schétzung in einem gewissen Sinn “op-
timal” ist. Es gibt eine Version ohne Annahme der Normalverteilung und eine mit dieser
Annahme. Es unterscheiden sich aber nicht nur die Voraussetzungen, sondern auch die
Behauptungen, und die Unterschiede sind wesentlich !

Wir beginnen mit dem Resultat ohne Annahme der Normalverteilung.
Satz 1.9.1 (Gauss-Markov). Es sei
Y=X0+e E[g=0 Covle]=0’T Rg[X]=np.

Ferner sei c ein beliebiger (p x 1)-Vektor und 6 die Kleinste Quadrate Schétzung. Dann
hat c'@ die kleinste Varianz unter allen linearen erwartungstreuen Schétzern von ¢ 0.

Man sagt auch, die Kleinste Quadrate Schétzungen seien “BLUE” (“best linear unbiased
estimators”).

Die Version, welche Normalverteilung voraussetzt, lautet

Satz 1.9.2. Es sei zusitich € normalverteilt. Dann hat ¢T0 sogar minimale Varianz
unter allen erwartungstreuen Schditzern von ¢’ 6.

Man sagt, dass die Kleinste Quadrate Schétzungen dann sogar “UMVU?” seien (“uniformly
minimum variance unbiased”). (Uniform, weil das fiir beliebige Werte von 8 und o2 gilt.)

Dieser Satz (und nicht das Gauss-Markov-Theorem) liefert (neben der Einfachheit der
Methode) die beste Rechtfertigung fiir Kleinste Quadrate. Allerdings ist auch Erwartungs-
treue nicht immer eine zwingende Forderung und wird zum Beispiel in Bayes’scher Re-
gression und bei “ridge regression” verletzt. Diese Verfahren besprechen wir hier jedoch
nicht.
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Der Verzicht auf die Annahme der Normalverteilung im Gauss-Markov-Theorem wird
erkauft durch die Einschrankung auf lineare Schétzer. Der springende Punkt ist dabei,
dass alle linearen Schitzer eine kleine Effizienz (d.h. eine grosse Varianz) haben, selbst
wenn die Abweichungen von der Normalverteilung noch relativ klein sind.

Begriindende Beispiele: Wenn wir versuchen, die wahren Fehlerverteilungen von Daten
hoher Qualitét durch t—Verteilungen mit v Freiheitsgraden zu approximieren, so finden wir
v = 5 —9 Freiheitsgrade fiir “sehr normal” aussehende Daten, ziemlich oft aber auch v = 3
Freiheitsgrade, und selbst v = 1 (Cauchy) kann gelegentlich am besten passen. Nun ist
die asymptotische Effizienz (also z.B. das inverse Verhiltnis der bendtigten Stichproben-
umfinge, um gleiche Genauigkeit zu erreichen) von Kleinsten Quadraten im Vergleich
zu einer asymptotisch bestmdoglichen Schitzung (z.B. maximum likelihood) unter einer t-
Verteilung mit v Freiheitsgraden = 1—6/(v(v +1)) (fiir v > 2). Damit ist die tatséchliche
Effizienz von Kleinsten Quadraten fiir “sehr gut” normalverteilte Daten (t5 — t9) 80-93%,
und fiir “ziemlich gut” normalverteilte Daten (t3) ca. 50%. Fiir 52 sieht die Sache sogar
noch wesentlich schlimmer aus !

Beweis des Gauss—Markov-Theorems Sei a ein (n x 1)-Vektor und a¢ eine Konstante,
so dass aly + ag eine erwartungstreue Schitzung von ¢80 ist. Dann muss

E [aTy + ao] —a’'X0+ay=c"0
gelten fiir alle 8. Daraus folgt ag = 0 und a’ X = ¢’ & XTa=c.

Der Vektor, der zur Kleinste-Quadrate-Schétzung gehort, akq = X (X Tx )~le, ist eine
spezielle Losung von XTa = c. Ferner steht akq senkrecht auf allen Losungen ay, des
homogenen Systems X7a = 0, denn akq’ap = ¢/ (XTX) 1 XTa, = 0. Weil Cov[Y] =
oI gilt daher

Var((aKQ + ah)TY) = Var(aKQTY) + Var(ahTY) > Var(aKQTY).
a

Beweis der Variante des Gauss—Markov-Theorems (unter Benutzung der mehrdi-

mensionalen Cramér-Rao-Ungleichung, welche in der Mathematischen Statistik bewiesen
wird):

Wir betrachten die folgende allgemeine Situation: Sei (f5(y)) eine parametrische Familie
von strikt positiven Dichten im R™. Der Parameter n variiere in einer offenen Menge im
R* und fn(y) sei differenzierbar beziiglich 7. Der Parameter von Interesse sei g(n), wobei
g eine beliebige, reellwertige Funktion von 7 ist. Dann gilt

Satz 1.9.3 (Cramér-Rao). Wenn T'(y) ein beliebiger erwartungstreuer Schitzer fir g(n)
ist, d.h.

E,[T(y)] = g(n) Vn,

dann ist g differenzierbar und es gilt

T
Vary(T(y)) > g—f; I(n)

9
on

wobei 1(n) die sogenannte Fisher-Informationsmatriz bezeichnet:

0log fn(Y) Dlog fn(Y)"
on on
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Dies wenden wir nun an auf

Faly) = (27)"2(0%) "2 expl— 5 y — XO)" (y — XB)),

202
n= (027 GT)T
und
g(n) =c’é.

Mit einer Rechnung erhélt man die Fisher-Information

_n_ 0
— 204
I("?) ( 0 O—%XTX >7

d.h. der Kleinste Quadrate Schétzer cT erreicht die untere Schranke der Cramér-Rao-
Ungleichung. Damit hat er offensichtlich minimale Varianz. O
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Kapitel 2

Nichtlineare und
nichtparametrische Methoden

2.1 Robuste Methoden

Allgemein heisst ein statistisches Verfahren fiir ein parametrisches Modell robust, wenn
sich seine Eigenschaften nur wenig #ndern bei kleinen Abweichungen vom Modell. Im
linearen Modell sind Kleinste Quadrate nicht robust: Langschwénzige Fehlerverteilungen
haben grosse Auswirkungen ! Die Verteilung der Schétzungen ist zwar einigermassen stabil
(vgl. 1.4.3), aber schon bei relativ kleinen Abweichungen von der Normalverteilung gibt
es bessere Schitzungen als Kleinste Quadrate. Als Konsequenz davon ist das Niveau der
Tests und Vertrauensintervalle basierend auf Kleinsten Quadraten robust, nicht aber die
Macht.

Ein damit verwandtes Phénomen ist, dass Kleinste Quadrate Schéitzungen und die dar-
auf basierenden Tests und Vertrauensintervalle sehr empfindlich sind auf vereinzelte Aus-
reisser. Langschwénzige Fehlerverteilungen produzieren ja gerade Beobachtungen, die wie
Ausreisser aussehen.

Im Folgenden untersuchen wir zuerst genauer die Auswirkungen eines Ausreissers auf
Kleinste Quadrate und diskutieren dann alternative Schétzer, welche robuster sind.

2.1.1 Einfluss einzelner Beobachtungen bei Kleinsten Quadraten

Wir untersuchen zunéchst, wie sich das Weglassen bzw. Hinzufiigen einzelner Beobachtun-
gen auf die Kleinste Quadrate Schéitzung auswirkt. Dazu ist folgendes Lemma niitzlich,
das auf Gauss zuriickgeht:

Lemma 2.1.1. Sei A eine invertierbare p X p Matriz und a und b zwei p x 1 Vektoren
mit bT A~ a # —1. Dann ist auch A+ ab” invertierbar, und es gilt

1

—1, .7 41
1—bTA—1aA ab" A7,

(A—ab")y =471+

Beweis als Ubung

ol
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Wir bezeichnen die Kleinste Quadrate Schéitzung ohne die i-te Beobachtung mit 5(_” und
benutzen ferner die Abkiirzungen

A=XTX = ijx;‘r, c=XTy= Zij;fp.

j=1 J=1
Dann gilt mit obigem Lemma
" - (A —xx")7"He — yixi)
= Ale—y A% + %A_lxix?/l_l(c — YiX;)
= 60—y A x(1+ x A )+ xT9A

1-— XZTA—le- 1— XZTA—lx/

also
05 - - ! (XTX) ' (s — x76)
1—x/(XTX) 1x; ’
_ " T y\—1
b (X" X)) x;

Wir sehen also, dass der Einfluss der i-ten Beobachtung sowohl vom i-ten Residuum als
auch vom Diagonalelement P;; der “Hutmatrix” (fiir alle Beobachtungen, inklusive der i-
ten) abhéangt. Um einflussreiche Beobachtungen zu entdecken, plottet man daher oft die
Residuen 7; gegen die Pj;.

Die Differenz der geschiitzten Parameter ist etwas schwierig zu interpretieren, weil es ein
ganzer Vektor ist, der ausserdem von der Skalierung der erkldrenden Variablen abhéngt.

Eine skalare und invariante Grosse erhélt man, indem man die Lange von 5(_2) — 0 in der
Metrik berechnet, welche durch die geschétzte Kovarianzmatrix von 6 definiert ist:

L 0 -orxT0)e -8 1 2 P,
L p&z _p32(1_Pii) 1—PZ

Die Grosse D; heisst Cook-Distanz. Sie ist eine einfache Funktion von P;; sowie dem
Quadrat des studentisierten Residuums r;/(c/1 — P;). Sie wird héufig als diagnostisches
Hilfsmittel verwendet. Diejenigen Beobachtungen, bei denen D; deutlich grosser ist als
beim Rest, sollten besonders betrachtet, bzw. in der Analyse weggelassen werden.

Analog kann man die Anderung beim Hinzufiigen einer Beobachtung an einer beliebigen
Stelle (y,x) betrachten:

1
1+ xT(XTX)"1x

AG = (XTX) x(y — x79).

Man sieht daraus, dass man durch Hinzufiigen einer einzigen Beobachtung die Kleinste
Quadrate Schéatzung beliebig verdndern kann, d.h. die Kleinste Quadrate Schétzung ist
nicht robust. Zudem h#ngt dieser Effekt sehr stark davon ab, wo man die Beobachtung
hinzufiigt. Die Formel wird noch etwas durchsichtiger, wenn man annimmt, dass die x;
zufillig und i.i.d sind. Dann erh&lt man fiir n — oo in erster Ndherung

1

AG ~ %(E [xixr] ) ix(y — x1'6).
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Die Entdeckung und spezielle Behandlung einflussreicher Beobachtungen mit Hilfe der
Cook-Distanz hat jedoch zwei Nachteile: Erstens ist der Effekt des Weglassens von zwei
oder mehr Beobachtungen nicht einfach die Summe der einzelnen Effekte (eine einflussrei-
che Beobachtung kann eine andere maskieren), und zweitens ist durch das Weglassen ein-
flussreicher Beobachtungen die Giiltigkeit der Tests und Vertrauensintervalle, basierend
auf den verbleibenden Daten, in Frage gestellt.

2.1.2 Huber- und L;-Regression

Einzelne Beobachtungen haben bei Kleinsten Quadraten einen grossen Einfluss, weil grosse
Residuen unter einem quadratischen Kriterium sehr stark ins Gewicht fallen. Um dies zu
vermeiden, kann man stattdessen z.B. den Li-Schétzer betrachten:

n
~ _ T
0= argmin El lyi —x; 6.
1=

Historisch ist diese Methode sogar &lter als Kleinste Quadrate: Sie wurde 1760 von Bos-
covich und 1789 von Laplace vorgeschlagen und diskutiert !

Im Lokationsfall, d.h. fiir p = 1 und z; = 1, ergibt das als Losung den Median der Daten,
der bei normalverteilten Daten wesentlich ungenauer ist als das arithmetische Mittel (d.h.
der Kleinste Quadrate Schétzer): Der Median braucht fiir die gleiche Genauigkeit etwa
50% mehr Beobachtungen.

Einen Kompromiss zwischen der Minimierung des Lo- und des Li-Abstandes stellt die
Huber-Regression dar:

n
~ . T
0= argmelnzgpc(yi —x; 0),
1=

wobei

vgl. Abbildung 2.1. Die Wahl ¢ = 0 entspricht der Li-Regression. Durch Ableiten und
Nullsetzen erhélt man die Gleichungen

> ey — %] 0)x; =0
i=1

wobei 1.(u) = pe(u) = sign(u) min(Jul, c).

Die Huber-Regression macht jedoch nur Sinn, wenn der “Knickpunkt” ¢ in Beziehung zu
der Streuung der Residuen gew#hlt wird. Man betrachtet daher iiblicherweise die Schétzer,
welche durch die folgenden Gleichungen definiert sind:
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Abbildung 2.1: Die Huber -Funktion und ihre Ableitung fiir verschiedene c¢’s

Die Funktion y(u) wihlt man entweder als v.(u)? — 8 oder als x(u) = sign(|u| — 3) (sign
bezeichnet die Vorzeichenfunktion). Die Konstante (3 schliesslich ist festgelegt durch die
Bedingung

/ (1s) exp(—u?/2)du = 0,

welche dafiir sorgt, dass bei normalverteilten Fehlern ¢ eine konsistente Schitzung fiir die
Standardabweichung ist. Die erste Wahl von y ist der sogenannte Proposal 2 von Huber,
wihrend die zeite Wahl 1/ mal den Median der Absolutbetriige der Residuen ergibt.

Die Berechnung des Li- oder des Huber-Schétzers ist nicht mehr in geschlossener Form
moglich, es gibt jedoch heute effiziente Algorithmen. Die Berechnung der Li-Regression
kann auf ein Problem der linearen Optimierung zuriickgefiithrt werden, das mit “interior
point” Methoden sogar schneller gelost werden kann als die Berechnung der Kleinsten
Quadrate Schétzer. Fiir die Huber-Regression verwendet man iterativ gewichtete Kleinste
Quadrate mit den Gewichten

Ve((yi —x[ 0)/5) co

a7 0.8 min(l, 7/11/\)
yi —x!0 ly: — x; 0|

w; X

solange, bis sich die Gewichte nicht mehr &ndern.

Die exakte Verteilung der Schétzer bei der L1 — oder der Huber-Regression kann man nicht
geschlossen angeben. Man stiitzt sich daher auf die Asymptotik ab, welche besagt, dass
fiir zuféllige, unabhéngige und identisch verteilte x; der standardisierte Vektor /n(6 — 0)
gendhert normalverteilt ist mit Erwartungswert null und Kovarianzmatrix

E [¢c(ei/0)?]

T]—l
Pllei| < co)? '

o’E [xixi
Dies ist bis auf einen Faktor die gleiche Kovarianzmatrix wie bei den Kleinsten Quadraten.
Fiir ¢ im Bereich [1,1.5] ist dieser Faktor bei langschwinzigen Verteilungen wesentlich
kleiner als 1, wihrend er bei Normalverteilung nicht viel grosser als 1 ist. Man muss bei
numerischen Vergleichen jedoch beachten, dass fiir nicht normalverteilte €; der Parameter

o nicht mehr die Standardabweichung ist, sondern die Lésung von
E[x(ei/0)] = 0.

Diese asymptotische Naherung bildet auch die Grundlage fiir Tests und Vertrauensinter-
valle. Wir verzichten hier auf die Details.
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Leider 16st die Huber-Regression aber nicht alle Probleme mit einflussreichen Beobach-
tungen. Exakt kann man den Effekt des Hinzufiigens oder Weglassens von Beobachtungen
nicht mehr angeben. Niaherungsweise ist aber die Differenz der Schitzungen nach Hinzu-
fiigen einer Beobachtung an einer Stelle (x,y) gegeben durch
~ 1 —xTg
A~ ———(E .
PlaT S o] ® b D vl =0

Der Einfluss grosser y-Werte ist also beschrénkt fiir eine feste Stelle x, aber durch Variation
von x kann dieser Einfluss dennoch beliebig gross werden. Raffiniertere Methoden, die
diesen Nachteil nicht haben, werden in den beiden néchsten Abschnitten besprochen.

Anstelle der Huber-Regression werden oft auch Schitzer betrachtet, welche durch obige
implizite Gleichungen mit beliebigem ungeradem 1 und geradem y definiert sind. Solche
Schétzer heissen M-Schitzer. Besonders beliebt sind t-Funktionen, die fiir grosses |r|
gegen null gehen, weil dann extreme Ausreisser ganz verworfen werden. In diesem Fall
haben die Gleichungen jedoch meist mehrere Losungen. Welche der Losungen gefunden
wird, hidngt dann meist vom Algorithmus und insbesondere vom gewahlten Startwert ab.

2.1.3 Regressionsschitzer mit beschrinktem Einfluss

Um den Einfluss sowohl von y als auch von x zu beschrianken, betrachtet man Schétzer
welche durch ein Gleichungssystem der Form

Zn <x,, _AXT0> x; =0

definiert sind. Zur Bestimmung von ¢ kommt noch eine Gleichung #hnlich wie bei der
Huber-Regression dazu. Verschiedene Formen von 7(x,r) werden benutzt, unter anderem

n(x,r) = min(1, m)wc(r) (Mallows)

und
n(x,r) = IIA T Ye(([[Ax[[)r)  (Schweppe).

Die Matrix A wird so gewéhlt, dass ||Ax|| ausdriickt, wie stark x von der Punktwolke der
(xi)1<i<n abweicht. Dies wird zum Beispiel erreicht, wenn

||Ax||? = const - xT (XTX)~!

aber diese Wahl kann selber wieder stark durch eine Beobachtung mit einem ungew6hnli-
chen x; beeinflusst werden, weil X7 X ja geschrieben werden kann als > x;x} . Man ersetzt
daher XT X durch eine analoge, aber robuste Grésse. Dies ergibt zusitzliche Gleichungen
fiir A, die wir hier nicht n&her besprechen.

Im Vorschlag von Mallows werden Beobachtungen mit stark abweichenden erkldrenden
Variablen auf jeden Fall heruntergewichtet. Um Schweppe’s Vorschlag besser zu verstehen,
ist die Beziehung .(dr)/d = 1./q(r) niitzlich. Es wird bei Schweppe’s Vorschlag also nur
der Knickpunkt der Huber-Funktion heruntergesetzt, so dass eine Beobachtung auch bei
stark abweichenden erkldrenden Variablen noch volles Gewicht bekommen kann, wenn das
Residuum nahe bei null ist.
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N#herungsweise ist bei diesen Verfahren die Differenz der Schéitzungen nach Hinzufiigen
einer Beobachtung an einer Stelle (x,y) gegeben durch

~ . -1 I
Af L <E [mei, i)xi,ﬂ) X1 <X, w> ”
n or o o

Der Einfluss ist also bei beiden Vorschldgen fiir  sowohl in x als auch in y beschrankt.

Diese Schétzer sind jedoch auch nicht wirklich befriedigend, denn sie haben den Nachteil,
dass ihr “Bruchpunkt” hochstens gleich 1/p ist. Der Bruchpunkt ist dabei definiert als der
maximale Anteil von Ausreissern, den ein Schétzer verkraften kann, ohne zu divergieren.

2.1.4 Regressionsschitzer mit hohem Bruchpunkt

Schétzer, deren Bruchpunkt nicht von der Dimension abhéngt, erhélt man, indem man bei

n

1
T . z : T n\2
arg IIllIl E X; = arg Inoln n P (yz X )

das arithmetische Mittel ersetzt durch den Median:

6 = arg m(;n median((y; — x. 0)?)

(Least median of squares; Hampel 1975, Rousseeuw 1984). Das heisst man sucht unter
allen Paaren von parallelen Hyperebenen, die 50% der Beobachtungen (y;,x;) enthalten,
dasjenige Paar mit minimalem Abstand in y-Richtung. Dies ist in der Abbildung 2.2 links
illustriert.

median des residuenbetrags
2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
! ! ! l

1.0

T T T T T T T T T T T T 11
-14 -10 -06 -02 02 06 10 14
X arctan(steigung)

Abbildung 2.2: Least Median of Squares bei einfacher Regression. Links sind zwei Geraden
dargestellt zusammen mit je einem Band, das 50% der Beobachtungen enthilt. Der Ach-
senabschnitt wurde so gewéhlt, dass die Binder minimalen Durchmesser in y-Richtung
haben. Rechts ist der Durchmesser des Bands dargestellt in Funktion der Steigung.

Intuitiv ist es einleuchtend (und kann auch bewiesen werden), dass dieses Verfahren un-
gefdhr 50% Ausreisser toleriert ohne zu divergieren. Die Berechnung des Schitzers stellt
jedoch ein grosses Problem dar, weil die Zielfunktion median((y; — x} @)2) im Allgemeinen
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viele lokale Minima hat, vergleiche Abbildung 2.2, rechts. Man muss daher den ganzen
Raum absuchen, um das globale Minimum zu finden, und das wird in hohen Dimensionen
sehr rasch zu aufwiindig. Ublicherweise verwendet man stochastische Algorithmen, bei de-
nen man p + 1 Datenpunkte zufillig auswéhlt, eine Ebene durch diese p + 1 Punkte legt
und den Wert des Kriteriums fiir das zugehorige 6 berechnet.

Ein weiterer Nachteil ist die schlechte Effizienz im Fall, wo die Fehler normalverteilt sind:
Der Schiitzer konvergiert dann nur mit Rate n~'/3. Eine bessere Konvergenzgeschwin-
digkeit erhélt man, indem man z.B. den Median ersetzt durch ein gestutztes Mittel der
((y; —x7'0)?), wobei man einen Bruchteil an (mit a < 0.5) der gréssten Residuenquadrate
weglasst. Meist macht man ausgehend von einem solchen Schétzer dann noch eine Newton-
Iteration zur Losung der Schitzgleichungen fiir einen M-Schétzer mit einer -Funktion,
die auf null zuriickgeht. Dies wird als M M-Schiétzer bezeichnet.

Die Entwicklung von robusten Regressionsschéitzern mit guten statistischen und algorith-
mischen Eigenschaften ist immer noch ein Thema der Forschung.

2.2 Nichtlineare Kleinste Quadrate

In diesem Kapitel besprechen wir Verfahren fiir die Schitzung von 8 in Modellen der Form
Yi = f(xiv 0) + €.

Dabei ist f eine bekannte Funktion der Versuchsbedingungen und der Parameter. Ent-
scheidend ist, dass f nichtlinear in den Parametern 6 ist und wir dies nicht durch Trans-
formationen auf ein lineares Modell zuriickfithren kénnen (oder wollen). Die Dimension p
des Parameters muss nicht mehr gleich der Dimension der erkldrenden Variablen sein. Der
Vektor der Fehler € soll die gleichen Voraussetzungen erfiillen wie im linearen Modell, d.h.
E[e] = 0 und Cov(e) = oI.

Viele Probleme in den Anwendungen sind von diesem Typ, und meistens folgt die Form
von f aus einer Theorie der Substanzwissenschaften. Zur Beschreibung des kumulierten
Sauerstoffverbrauchs y von Mikroorganismen in Flusswasserproben in Abhéngigkeit der
Inkubationszeit « verwendet man iiblicherweise das Modell

f(x,0) = 01(1 — exp(—0ax)).

Der Parameter #; ist also die Sattigungsgrenze und 67 - 65 der Anstieg bei x = 0. Ein
Beispiel von Daten und einer moglichen Regressionsfunktion sind in der Abbildung 2.3
dargestellt.

Ein anderes, &hnliches Beispiel ist das sogenannte Michaelis-Menten Modell, das die Ab-
héingigkeit der Reaktionsgeschwindigkeit y von einer Substratkonzentration x beschreibt.
Dort ist p
1z
f(z,0) = -t

Mit der Transformation y — 1/y, x — 1/z erhélt man ein lineares Regressionsmodell, aber
bei den Daten, die in Abbildung 2.4 gezeigt werden, ist die Fehlervarianz nach der Trans-
formation nicht mehr konstant und man erhélt mit nichtlinearen Kleinsten Quadraten eine
wesentlich bessere Anpassung.

In vielen Anwendungen sind die x; Zeiten oder Orte, an denen eine Grosse beobachtet
wurde, deren Entwicklung einer gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichung geniigt.
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Sauerstoffverbrauch
N
Sauerstoffverbrauch

Tage Tage

Abbildung 2.3: Daten zum Sauerstoffverbrauch in Abhéingigkeit von der Inkubationszeit
(links) und eine typische Regressionsfunktion (rechts).
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Abbildung 2.4: Reaktionsgeschwindigkeit in Abhéngigkeit vom Substrat. Links Anpassung
einer Geraden nach einer linearisierenden Transformation, und rechts angepasste Funk-
tionen in der urspriinglichen Skala mit Parametern, welche in der ursrpiinglichen Skala
(ausgezogen) bzw. in der transformierten Skala (——) geschétzt wurden.

Die Parameter 6 sind dann die Parameter in dieser Differentialgleichung (plus eventuell
die Anfangsbedingungen), und f(x, @) bezeichnet die Losung der Differentialgleichung mit
Parameter 0 an der Stelle x.

Die Kleinste Quadrate Schéitzung ist definiert als
6 = arg mein S(69),

wobei
n

S0)=> (yi — f(x:,0))%.
i=1
Das kann man geometrisch interpretieren: Variiert man 6, so beschreiben die Punkte
(f(x1,0),..., f(x,,0))T eine p-dimensionale, gekritimmte Fliche im R", die sogenannte
Wirkungsfliche. Wir suchen nun denjenigen Punkt auf der Wirkungsflache, der am néch-
sten beim Beobachtungspunkt (y1,...,y,)7 liegt.

Die Losung ist im Allgemeinen nicht geschlossen darstellbar und man verwendet itera-
tive Methoden (Gauss-Newton, bzw. Levenberg-Marquardt). In der Praxis ist es meist
entscheidend, gute Startwerte zur Verfiigung zu haben.
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Die Fehlervarianz o2 wird analog zur linearen Regression geschitzt durch

n

52— 1 > (i — F(xi,0))%

n=ri3

2.2.1 Asymptotische Vertrauensintervalle und Tests

In nichtlinearen Modellen gibt es leider keine exakten Tests und Vertrauensintervalle mehr,
selbst wenn man normalverteilte Fehler annimmt. Man stiitzt sich daher auf die Asymp-
totik ab.

Die asymptotischen Eigenschaften von 0 erhilt man mit Hilfe einer Taylorapproximation
um den wahren Parameter 8. Man approximiert also die Wirkungsfléche in der Umgebung
des Punktes, der dem wahren Parameter entspricht, durch eine Hyperebene:

f(xi,0) = f(x;,00) +a(6o)] (6 — 6p)
wobei

9 T

a(0); = <%f(xi,0);j =1,.. .p> .
Wir haben also in der Umgebung des wahren Parameters genédhert ein lineares Modell
mit erklirenden Variablen a(fp);. Man kann auch zeigen, dass (unter technischen Bedin-
gungen) die Verteilung von 6 asymptotisch gleich ist wie im approximierenden Modell,
d.h.

o~

0 "R N (60, 0% (A(B0)T A(80)) 7).
Die Matrix A(8) besteht dabei aus den Zeilen a(8)”

;-
Aus diesen geniherten Verteilungen kann man nicht direkt Tests und Vertrauensintervalle
konstruieren, weil sowohl ¢ als auch A(6y) unbekannt sind. Wir kénnen jedoch stattdessen
o und A(a) einsetzen. Analog zum linearen Modell verwendet man im Allgemeinen noch
die t-Verteilung statt der Normalverteilung, bzw. F-Verteilungen statt der Chiquadrat-

Verteilung. Das Vertrauensintervall fiir 6; lautet demnach

~

Bt tapiagpse@),  seB) = 31/ (A@)TA®) )i

2.2.2 Genauere Tests und Vertrauensintervalle

Analog zum F-Test bei der linearen Regression konnen wir auch zwei geschachtelte Mo-
delle mit Hilfe des Unterschieds der Quadratsumme der Abweichungen testen. Um so die
Nullhypothese BO = b zu testen, brauchen wir noch die Kleinste Quadrate Schétzung
unter der Nullhypothese: R
6o = in S(0).
0 =arg min (6)

Dann bilden wir die Testgrosse

(S(8) — S(8))/q

5(0)/(n—p)
wobei ¢ der Rang von B ist. Im linearen Modell war diese Testgrosse identisch mit der
Testgrosse, die sich aus der gemeinsamen Normalverteilung von 6 ergibt, und sie hat-
te unter der Nullhypothese eine Fj ,_,-Verteilung. Im nichtlinearen Fall sind die beiden
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Testgrossen verschieden, und die F-Verteilung stimmt auch nur gendhert. Oft ist diese
Approximation aber wesentlich besser als die Normalapproximation fiir 6.

Insbesondere kénnen wir damit die Nullhypothese 0, = 0, testen, wobei 6} ein beliebiger
aber fester Wert ist. Die Teststatistik lautet dann

nr 5@ ) =s0®) _ 5@"") @)
k\Ug) = = = = 5
5(8)/(n —p) o?
wobei k) )
6 =0 6= argelgnn S(0).

) k_ek

~(—k ~
(0( ) ist also die Kleinste Quadrate Schitzung unter der Nullhypothese, d.h. gleich 8
in der obigen Notation). Da eine F-Verteilung mit einem Freiheitsgrad im Zé&hler nichts
anderes ist als die Verteilung des Quadrats einer t-verteilten Grosse, kénnen wir auch die

Teststatistik
. sign (6 ~(— k —~
iy = SR 0) 550 )

betrachten. Unter der Nullhypothese hat diese eine t-Verteilung mit n — p Freiheitsgraden.
Durch Umkehrung des Tests erhalten wir das folgende Vertrauensintervall fiir 0:

* A(_k) a ~
{ek | \/S(O ) - 5(0) < tn—p;l—a/Q U} .

Dieses Vertrauensintervall hat den Vorteil, dass es sich bei monotonen Transformatiorfl\en
von 0, einfach mittransformiert. Dies ist nicht der Fall beim Intervall 0y £t,,_p.1 /2 se(0)-
Unterschiede zwischen beiden Intervallen zeigen an, dass sich die Nichtlinearitdten des
Modells auswirken. Daher plottet man hiufig 7, gegen 67, um anhand der Kriimmung
einen Eindruck von der Stérke der Nichtlinearitéit zu erhalten.

Fiir p = 2 kann man natiirlich auch die Niveaulinien von S(61,603) plotten. Im linearen
Fall sind es Ellipsen, so dass man die Nichtlinearitdt auf Grund der Abweichung von ei-
ner Ellipsenform beurteilen kann. Die Grenzen eines simultanen Vertrauensbereichs sind
gerade diese Niveaulinien. Je stérker sich diese daher von Kreisen unterscheiden, desto
starker ist die Abh#ngigkeit zwischen den beiden geschéitzten Parametern. In der gleichen
Figur kann man noch die beiden sogenannten Profilspuren é\(z_l)(@’f) gegen 07 und ana-

log %_2)(0’5) gegen 03 einzeichnen. Sie kreuzen sich im Punkt 5, und der Schnittwinkel
zeigt an, wie stark die Abhingigkeiten zwischen den geschétzten Parametern sind. Die
Profilspuren. schneiden die Niveaulinien dort, wo die Tangenten horizontal, bzw. vertikal
sind, weil der Gradient senkrecht steht auf den Niveaulinien. Wenn das Modell linear ist,
ist S quadratisch und die Profilspuren sind Geraden (vgl. Lemma 1.5.1). Damit sieht das
Bild genau aus wie in der Abbildung 1.13 (die beiden Regressionsgeraden dort entsprechen
genau den beiden Profilspuren). Fiir die Daten von Abbildung 2.3 und 2.4 sind die Ni-
veaulinien und Profilspuren in Abbildung 2.5 dargestellt. Wie man sieht, sind die Effekte
der Nichtlinearitdt bei der Reaktionsgeschwindigkeit relativ harmlos, wahrend sie beim
Sauerstoffverbrauch ziemlich extrem sind.

Wenn p > 2 ist, wird es schwieriger, den Effekt der Nichtlinearitéten und die Abhéngig-
keiten zwischen den Parametern zu visualisieren. Im Prinzip kénnte man die Niveaulinien
der sogenannten Profil-Likelihood

min  S(0)
0;0,=6%,0,=0;
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Abbildung 2.5: Niveaulinien und Profilspuren bei den Beispielen Reaktionsgeschwindigkeit
(links) und Sauerstoffverbrauch (rechts). Die Daten sind in den Abbildungen 2.4 und 2.3
zu sehen.

berechnen fiir alle Paare (7, k), doch dies ist oft zu rechenaufwéndig. Als Ersatz kann man
wenigstens die Paare von Profilspuren zeichnen. Man plottet also é\](-_k)(é?,’;) gegen 07 und

5,(;] )(6?;) gegen 67 fiir alle j < k. Die Kriimmung dieser Profilspuren zeigt die Nichtlinea-
ritdt an, und der Winkel zwischen den beiden Profilspuren zeigt an, wie gross die Abhén-
gigkeit zwischen den entsprechenden Parameterschitzungen ist. Ausserdem schneiden die
Profilspuren auch wieder die Niveaulinien der Profil-Likelihood dort, wo die Tangenten
horizontal, bzw. vertikal sind. Daraus erhélt man einen Eindruck, wie die Niveaulinien
verlaufen miissen.

2.3 Verallgemeinerte Lineare Modelle

2.3.1 Logistische Regression

In vielen Anwendungen ist die Zielvariable Y binér (z.B. in der Medizin geheilt/gestorben)
und die Erfolgswahrscheinlichkeit P[Y" = 1] hingt von erkldrenden Variablen ab. Modelle,
die diese Wahrscheinlichkeit als lineare Funktion der erkldrenden Variablen darstellen, sind
selten sinnvoll, da die Erfolgswahrscheinlichkeit ja zwischen null und eins sein sollte. In
der logistischen Regression verwendet man das Modell

Pol 21]> - T
log| === ) =) zi0;=x;0
g<aﬂ-=m Z;Jﬂ

(wenn die x; auch zufillig sind, dann sind auf der linken Seite bedingte Wahrscheinlich-
keiten gegeben x; gemeint). Auflosen nach Pg[Y; = 1] ergibt

o] Pas

T
Poly; = 1] = 2P )

= PP _ ply > —xTe),
1+ exp(x/0) U2 —x; 6]

wobei U die sogenannte logistische Verteilung hat:

g,

PlU <u] =P[U > oo~/ L Tyt
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Man kann das so interpretieren, dass man latente Variablen Z; hat, welche einem linearen
Modell mit logistischen Fehlern e; geniigen:

Zi = XZTG + &;.

Beobachtet wird aber nicht Z; sondern nur der Indikator Y; = Liz,>0]- Wenn man statt
logistischer Fehler normalverteilte nimmt, erhélt man das sogenannte Probit-Modell. Die
Unterschiede der beiden Modelle sind meist klein, das logistische Modell ist rechnerisch
einfacher.

Die Parameterschitzung erfolgt praktisch immer mit Maximum-Likelihood. Man sieht
leicht, dass fiir beliebiges y € {0,1} gilt

Pyly; =1]\Y

Py =] = (=) Byl = 0] = exply - %76 — log(1 + exp(x]9)))
PylY; = 0]

Also ist die log-Likelihoodfunktion (unter der Annahme, dass die Beobachtungen unab-

héngig sind)

n
00) = Z(y,-xf@ —log(1 + exp(x7 9))).
i=1
Dies ist eine konkave Funktion und das Maximum ist bestimmt durch
n
> (i — PylYi = 1)x; = 0.
i=1
Diese Gleichungen werden numerisch mit iterativen Methoden gelst. Wenn man bei Ver-
suchsbedingung x; mehrere Beobachtungen (y;;;1 < j < n;) hat, dann hingt ¢(@) nur von
den Summen y; = ; Yij und den Totalen n; ab.

Vertrauensintervalle und Tests in diesem Modell beruhen auf der asymptotischen Appro-
ximation durch eine Normalverteilung:

~ asymptotisch

0 N(6,V(6)).

Die asymptotische Kovarianzmatrix V' (8) von 0 ist dabei die Inverse der Fisher-Information
(siehe Abschnitt 1.9, bzw. die Mathematische Statistik):

n

V(O)—l =1(0) = Zn:X.X.TE [(y — PolY; = 1])2] _ ZX'XT eXp(x;fFO)
< 14 7 ot - 18 (1+€Xp(XZT9))2.

Zum Vergleich zweier geschachtelter Modelle mit den Dimensionen p, bzw. ¢ < p stiitzt
man sich auf das Doppelte des log-Likelihood-Quotienten

A(q))),

200" — ¢(0
welcher asymptotisch Chiquadrat-verteilt ist mit (p — g) Freiheitsgraden.

2.3.2 Allgemeiner Fall

Im allgemeinen Fall hat man Beobachtungen Y; , welche unabhéngig sind und eine Dichte,
bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion der Form

pg; (i) = exp(yifBi + c(Bi))h(ys)
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haben (sogenannte exponentielle Familie). In einem solchen Modell gilt
E[Y;] = u(8) = =c(5).

(dies folgt durch Ableiten von [ pg(y)dy = 1 nach § und Vertauschen von Integration
und Ableitung). Viele hiufig verwendete Verteilungen bilden eine solche exponentielle
Familie, unter anderem die Normal-, die Binomial- und die Poisson- Verteilung. Im Fall
der Normalverteilung ist

Bei bekanntem ¢ hat man also eine exponentielle Familie mit
_ M _ Lo
ﬁ—§7 C(ﬁ)__iaﬁ-

Die Binomial(n, p)-Verteilung lisst sich schreiben als

s = (1) w-on (")

Dies ist eine exponentielle Familie mit

8 =log <1]0%p> , c(B) =—nlog(l+ eﬁ).

Ebenso bilden die Poisson(\)-Verteilungen eine exponentielle Familie mit
B=log), c(B)=—c"

Der Effekt der erklirenden Variablen x; auf die Beobachtung Y; wird nun in einem ver-
allgemeinerten linearen Modell beschrieben durch einen Zusammenhang zwischen x; und
dem Parameter 3; fiir die i-te Beobachtung, und zwar soll es eine Funktion g geben, so
dass:

g(u(B3:)) = %] 6,

d.h. eine geeignete Transformation von (3; soll linear in den erklidrenden Variablen sein. Die
Funktion ¢ heisst Link-Funktion. Wenn ¢ gerade gleich ! ist, dann spricht man von der
kanonischen Linkfunktion. Das lineare Modell mit normalverteilten Fehlern und die logi-
stische Regression sind also Beispiele verallgemeinerter linearer Modelle mit kanonischer
Linkfunktion.

Die Behandlung im allgemeinen Fall geht analog wie im Fall der logistischen Regression,
d.h. man verwendet die Maximum-Likelihood-Schétzung und beniitzt fiir Tests und Ver-
trauensintervalle die asymptotische Normalitéit dieser Schitzung, bzw. die asymptotische
Chiquadrat-Verteilung fiir den Likelihoodquotienten. Wir verweisen fiir die Details auf die
Literatur.

2.4 Cox-Regression

In medizinischen und technischen Anwendungen ist die Zielvariable oft eine Uberlebens-
oder Ausfallzeit. Im Prinzip konnte man ein verallgemeinertes lineares Modell mit Expo-
nential- oder Gamma-Verteilungen verwenden. In der Praxis hat sich jedoch das Cox-
Modell durchgesetzt, das nicht an einen speziellen Verteilungstyp gebunden ist. Wenn F
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eine Verteilungsfunktion auf den positiven reellen Zahlen mit einer Dichte f ist, dann ist
die Ausfallrate (auch Hazard- oder Risiko-Funktion genannt) definiert als

A(t):%%%P[thgthMth]:%z—%log(l—lf(t))-

Die Ausfallrate legt also die Verteilung fest, und zwar gilt
t
Fit)=1- exp(—/ AMuw)du).
0

Das Cox-Modell postuliert nun, dass die i-te Ausfallrate in Abhéngigkeit der erkldrenden
Variablen x; die Form hat
Ai(t) = exp(x] 8) Ao (t),

wobei A eine nicht niher spezifizierte Basisrate ist. In diesem Modell darf es natiirlich
keinen Achsenabschnitt geben, weil eine Konstante in Ag absorbiert werden kann. Eine Er-
hohung um eine Einheit der j-ten Komponente der erkldrenden Variablen bringt also eine
multiplikative Erhéhung der Ausfallrate um den Faktor exp(€;) (gleichmassig fiir alle Zei-
ten). Deshalb heisst dieses Modell auch “proportionales Hazard-Modell”. Man sieht leicht,
dass bei einer strikt monotonen und differenzierbaren Transformation der Uberlebenszei-
ten ein Cox-Modell wieder in ein Cox-Modell mit gleichen Parametern, aber anderem A
tibergefithrt wird. Wenn man \g nicht spezifiziert, heisst das einfach, dass die Wahl der
Zeitskala offen bleibt.

In der Likelihoodfunktion kommt natiirlich auch die Basisrate Ao vor, weshalb man nicht
einfach den Maximum Likelihood Schétzer verwenden kann. Zur Schitzung der Parameter
0 maximiert man stattdessen die sogenannte partielle Likelihood, welche definiert ist als

exp(x! 0)
i=1 Zj;tjzti eXp(XfO)
Der i-te Faktor ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die i-te Beobachtungseinheit im
Intervall [¢;,t; +dt) ausfillt, gegeben dass eine der Einheiten, die unmittelbar vor ¢; noch in

Betrieb sind, ausfillt. Von den Ausfallzeiten wird nur die Information iiber die Reihenfolge
des Ausfalls verwendet.

Bei fast allen Daten dieses Typs hat man als zusétzliche Komplikation sogenannte zensierte
Beobachtungen, bei denen man von der Ausfallzeit T; nicht den genauen Wert weiss,
sondern nur, dass T; grosser ist als eine beobachtete Zensierungszeit C;. Griinde dafiir sind,
dass die Studie beendet wird, bevor alle Einheiten ausgefallen sind, oder dass Patienten
wegziehen oder an andern Krankheiten sterben. Die partielle Likelihood lésst sich in diesen
Fallen analog definieren: Man bildet das Produkt iiber alle unzensierten Beobachtungen,
summiert aber im Nenner jeweils {iber alle unzensierten Beobachtungen mit ¢; > ¢; und
alle zensierten Beobachtungen mit ¢; > ¢;.

Fiir Tests und Vertrauensintervalle stiitzt man sich ebenfalls auf asymptotische N&herun-
gen ab, auf die wir hier nicht eingehen.

2.5 Nichtparametrische Regression

In den letzten 20-30 Jahren haben Verfahren sehr viel Aufmerksamkeit gewonnen, die im
Modell

yi = f(xi) + €
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keine parametrischen Annahmen iiber die Form von f machen, sondern nur annehmen,
dass f eine glatte Funktion ist. Diese Abschwéchung von Voraussetzungen ist natiirlich ein
grosser Vorteil, vor allem in explorativen Untersuchungen, wo man moglichst gegeniiber
den Daten offen sein will.

Man unterscheidet den deterministischen Fall, wo die x; regelmissig angeordnet sind, und
den stochastischen Fall, wo die x; Realisierungen von Zufallsvariablen mit einer Verteilung
G sind, unabhéngig von den Fehlern ¢;. Ein noch allgemeineres Modell nimmt an, dass die
(X;,Y;) ii.d Zufallsvektoren sind mit einer beliebigen gemeinsamen Verteilung und dass
man

fx)=E[Y; | X; =x]

schéitzen mochte. Man kann zeigen, dass fiir jede beliebige Funktion ¢ gilt
E[(Y; - f(X:)?] SE[(Y: - 9(X:))?]

(sofern die zweiten Momente existieren). Das heisst f(X;) ist die beste Prognose von Y;
gestiitzt auf X; im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers. Die bedingte Fehlervarianz

E[(Y; - f(x:) | Xi = xi] |

welche Var[e;] entspricht, héingt dann aber im Allgemeinen von x; ab.

Alle nichtparametrischen Schétzungen von f(x) beruhen im Wesentlichen auf einer Mit-
telung der y; fiir diejenigen ¢, fiir die x; nahe bei x ist. Es gibt aber grosse Unterschiede
darin, wie gemittelt wird, und wie man festlegt, was nahe bei x heisst.

2.5.1 Einige Verfahren im eindimensionalen Fall
Kernschitzer:

Die Schitzung von f(x) ist das gewichtete Mittel der y;, wobei das Gewicht von y; monoton
mit dem Abstand |x — z;| abnimmt. Die Gewichte werden iiber einen sogenannten Kern
K und eine Bandbreite h > 0 festgelegt. Ein Kern ist eine beziiglich 0 symmetrische
Wabhrscheinlichkeitsdichte, die entweder den Tréger [—1, 1] hat oder sonst sehr rasch abféllt
(wie z.B. die Normalverteilungsdichte). Es gibt zwei Varianten, die sich im stochastischen
Fall wesentlich unterscheiden. Die Nadaraya-Watson-Version ist definiert als

Y K((z =) /h)

Fiir die Gasser-Miiller Version nehmen wir an, dass
0<ri <22 <... <2y <11,

und wir setzen sg = —00, 8; = (x; + x;41)/2 fiir 0 < i < n und s, = +00. Die geschitzte
Funktion ist dann

~ n si q
flz) = ; —K((x —u)/h)du.
;y /Si1 h

Die Unterschiede zwischen diesen beiden Versionen sind von Bedeutung, falls die z; sehr
unregelméssig verteilt sind. Die Unterschiede sind in Figur 2.6 illustriert. Wir sehen, dass
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Abbildung 2.6: Gewichte der Nadaraya-Watson (ausgezogen) und der Gasser-Miiller Versi-
on (gestrichelt). Die Beobachtungsstellen x; sind durch Kreise auf der z-Achse dargestellt,
die Grenzen s; durch die gepunkteten Linien. Die Gewichte sind mit einem festen Faktor
multipliziert.

die Gasser-Miiller Version Beobachtungen mehr Gewicht gibt, wenn die zugehorigen z;
isoliert sind.

Bei beiden Versionen reguliert die Bandbreite A die Glattheit von f Je grosser h, desto
glatter die Schétzung, aber desto weniger passt sie sich den Daten an.

Wenn die z; zufillig sind, dann kann die Anzahl Beobachtungen mit wesentlich von null
verschiedenem Gewicht sehr stark mit = variieren. Bei der ersten Version kann sie sogar
null sein. Um das zu vermeiden, kann man stattdessen eine variable Bandbreite so wéhlen,
dass zum Beispiel die Anzahl Beobachtungen mit x —h < x; < x + h konstant bleibt. Man
spricht dann von einem Nichste-Nachbar-Schétzer.

Die Kernschitzer haben vor allem Schwierigkeiten mit der Schétzung von f in der Ndhe
des Randes, d.h. fiir x < h und > 1 — h. Weil man dort iiber Beobachtungen mittelt,
welche fast alle auf einer Seite von x liegen, ergeben sich systematische Fehler.

Lokale Polynome:

Hier nimmt man nicht mehr an, dass die Funktion f lokal konstant ist, sondern man ver-
wendet lokal ein Polynom vom Grad p > 0, welches mit gewichteten Kleinsten Quadraten
angepasst wird. Das bedeutet R R

f(x) = bo(x),

wobei
0(x )—argmanK (x —x3)/h)(y ZH
i=1

Es stellt sich heraus, dass es besser ist, p ungerade zu Wahlen. In der Praxis benutzt man
meist p = 1 oder p = 3. Die Vorteile sind vor allem am Rand deutlich sichtbar.
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Anstatt einer festen Bandbreite kann man wieder die Nachste-Nachbar Variante verwen-
den, wo man fiir eine feste Anzahl Beobachtungen in [x — h,z + h] sorgt. Dies ist die
Grundidee der Funktion loess in den Statistikprogrammen S-Plus und R.

Glattungssplines:

Ein Glattungsspline ist implizit definiert als Losung des Minimierungsproblems

argmln Z fxy)) —I—)\/ (=

Der erste Term, die Summe iiber i, gibt an, wie genau sich f an die Beobachtungen
anpasst. Der zweite Term, die Lo-Norm der zweiten Ableitung, misst, wie glatt f ist, und
der Parameter A reguliert, wie man den Kompromiss zwischen den gegensétzlichen Zielen
festlegt, beide Terme klein zu machen.

Man kann zeigen, dass die Losung des Minimierungsproblems ein kubischer Spline mit
Knoten an den Stellen z; ist, der ausserdem noch linear auf den Randintervallen [0, z1]
und [z, 1] ist. Fiir A — 0 erhélt man den Spline, der die Daten interpoliert, und fiir A — oo
die Kleinste Quadrate Gerade. Die Rolle von A entspricht also der Rolle der Bandbreite h.

Zur Berechnung des Glattungssplines wéhlt man eine Basis im Vektorraum der Splines mit
Knoten x;. Die Bestimmung der Koeffizienten der Losung beziiglich dieser Basis fiihrt dann
auf die Minimierung einer quadratischen Funktion. Fiir numerisch stabile und schnelle
Verfahren ist die Wahl der Basis entscheidend. Bewédhrt haben sich die sogenannten B-
Splines.

2.5.2 Bias/Varianz-Dilemma

Alle nichtparametrischen Verfahren haben einen Gléttungsparameter, der das Verhalten
der Schétzung stark bestimmt. Bei den Splines ist dies A und bei den Verfahren mit
Kernen die Bandbreite h. Die Rolle dieses Glattungsparameters wird klarer, wenn man
Bias und Varianz der Schitzung betrachtet. Man kann zeigen, dass bei lokalen Polynomen
mit ungeradem p

E |f(@)] — f(@) ~ const(K,p) b f#)(z)
und

Var[f(2)] ~ const(K, p) <nh SR )> -

gilt. Dabei werden die x; als fest angenommen (bzw. man bedingt auf diese, falls sie zuféllig
sind), und die Bandbreite h = h,, muss h,, — 0 und nh,, — oo erfiillen. Man sieht aus den
obigen Formeln, dass man fiir einen (absolut) kleinen Bias h moglichst klein wéhlen sollte,
withrend fiir eine kleine Varianz h moglichst gross sein sollte. Dies erklart den Titel dieses
Abschnittes.

Eine Grosse, die den Bias und die Varianz gleichzeitig beriicksichtigt, ist der mittlere
quadratische Fehler:

E |(f(2) — f(2))?] = Var[f(@)] + (B | f(@)] — f(2))* = m%) + O(R2P D),
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Dies wird von minimaler Ordnung, wenn beide Terme von gleicher Grossenordnung sind,
d.h. h = O(n="/(r+3))_ Eine solche Wahl ergibt einen mittleren quadratischen Fehler der
Ordnung O(n_(2p+2)/ (2p+3)). Von den Grossenordnungen her wiirde man ein moglichst
grosses p wiahlen, aber in der Praxis ist das nicht ganz richtig, weil fiir grosses p auch
die Konstanten gross sind und man stidrkere Annahmen fiir f braucht. Die Konstanten
sind iiberhaupt das grosste Problem bei der Anwendung dieser Resultate: Sie enthalten
unbekannte Terme wie die Ableitungen von f, und das optimale h héngt von der Stelle x
ab. Daher ist die datenabhéngige, optimale Wahl der Bandbreite ziemlich diffizil.

Man kann auch den optimalen Kern K bestimmen (durch Minimieren von const(K,p)).
Es stellt sich jedoch heraus, dass die Wahl von K sekundér ist: Fast alle stetigen Kerne
sind praktisch gleich gut.

Bei den Nadaraya-Watson-Kernschétzern hat der Bias eine kompliziertere Form, aber die
Varianz ist asymptotisch gleich wie bei den lokalen Polynomen mit p = 1. Bei der Gasser-
Miiller-Variante ist der Bias gleich wie bei den lokalen Polynomen mit p = 1, dafiir ist
die Konstante bei der Varianz 1.5 mal so gross wie beim lokalen Polynom vom Grad
p = 1. Auch fiir die Glattungssplines kennt man das asymptotische Verhalten von Bias
und Varianz: Es ist analog wie bei einem lokalen Polynom vom Grad p = 3.

2.5.3 Fluch der Dimension

Im Prinzip kénnen die Kernschétzer und die lokalen Polynome direkt auf mehr als eine
Dimension verallgemeinert werden. In der Praxis versagen sie aber meistens schon ab
Dimension 3 oder 4. Dies hat damit zu tun, dass der Raum in hohen Dimensionen sehr gross
wird und nur sehr schlecht mit einer endlichen Anzahl Punkten iiberdeckt werden kann.
Mit andern Worten: Zwei verschiedene x;’s liegen fast immer sehr weit auseinander und es
ist kein verniinftiger Kompromiss im Bias-Varianz-Dilemma mehr moglich. Dieser “Fluch
der Dimension” wird im folgenden Beispiel sehr gut illustriert. Wenn die x; gleichverteilt
sind im Wiirfel [—1,1]P, dann ist der Anteil Punkte, die in der Einheitskugel {x;||x|| < 1}
liegen, ungefdhr gleich der Wahrscheinlichkeit, dass ein x; in diese Einheitskugel féllt, d.h.
gleich dem Volumen der Einheitskugel mal 277, Fiir p = 2 ist dies 79%), fiir p = 5 noch 16%
und fiir p = 10 nur noch 0.25% ! Das Verhéltnis der Durchmesser von Kugel und Wiirfel ist
hingegen 1 : |/p, also fiir p = 10 ungeféhr 1 : 3. Die Annahme, dass f konstant oder linear
in der Einheitskugel ist, unterscheidet sich also nicht wesentlich von der Annahme, dass
f auf dem ganzen Wiirfel konstant oder linear ist, aber trotzdem hat man innerhalb der
FEinheitskugel praktisch immer zu wenige Beobachtungen, um eine konstante oder lineare
Funktion gut schétzen zu kénnen.



Anhang A

Resultate aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie

A.1 Rechenregeln fiir Momente

Es seien:

o X,Y, Z Zufallsvariablen

e a,b Konstanten
Regeln fiir den Erwartungswert:

e EjaX + b =aE[X] +b.
¢ E[X +Y]=E[X] +E[Y].

e E[XY]|=E[X]-E[Y] falls X und Y unabhéngig oder zumindest unkorreliert sind.
Regeln fiir die Varianz und die Kovarianz:

Var[aX + b] = a® Var[X], woraus folgt: o[aX + b] = |a|o[X]

Cov[X,Y]:=E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y] = Cov[Y, X].

Var[X +Y] = Var X + VarY 4+ 2Cov[X, Y]

Speziell: Var[X + Y| = Var[X]|+ Var[Y] falls X und Y unabhéngig oder zumindest

unkorreliert sind.

Cov[aX +bY, Z] = aCov[X, Z] + bCov[Y, Z].



2 Resultate aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Momente von Zufallsvektoren:

Sei Y ein n x 1-Zufallsvektor. Wir definieren E [Y] als den Vektor mit Komponenten E [y;]
und die Kovarianzmatrix von Y als

Var |y ] Covlyi,y2] ... Covlyi,yn]
oY) = (Conaply) = | O] Vol Covli]
Cov[yn,y1] Covlyn,y2] ... Var[y,]

Eine Kovarianzmatrix ist also stets symmetrisch.

Es seien A eine feste m x n-Matrix, b ein fester m x 1-Vektor. Dann gelten analog wie im
skalaren Fall:

e Cov[Y]=E[YY"] -E[Y|E[Y]".
e E[AY +b]=AE[Y]| + b,
e Cov[AY +b] = A-Cov]Y]- AT,
Insbesondere erhalten wir aus der letzten Regel fiir einen beliebigen n x 1 Vektor a:
0 < Var[a” Y] = Cov[a’ Y] = a” Cov[Y]a,
das heisst jede Kovarianzmatrix ist positiv semidefinit (und iiblicherweise sogar positiv

definit).

Wenn X eine beliebige, positiv semidefinite Matrix ist, dann existieren Matrizen A mit
AAT = ¥. Wir nennen jede solche Matrix A eine Wurzel von ¥ und schreiben A = %1/2.
Man beachte, dass ©/2 also nur bis auf Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix be-
stimmt ist. Die numerisch einfachste Bestimmung von ¥ /2 benutzt die Choleski-Zerlegung,
welche eine untere Dreiecksmatrix liefert. Bei Rechnungen mit /2 muss man etwas auf-
passen, weil z.B. (X~1)1/2 = (£1/2)-T,

Wenn Y ein Zufallsvektor ist mit Kovarianzmatrix ¥ und A = %2, dann hat auf Grund
obiger Regeln der Vektor X = A~'Y die Identitit als Kovarianzmatrix, d.h. die Kompo-
nenten von X sind unkorreliert und haben Varianz 1.

A.2 Die Normalverteilung

A.2.1 Eindimensionale Normalverteilung

a) Dichte der “Standard-Normalverteilung” N (0,1):

1 1.2

x) = e 2%
() W

(Dies ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. das Integral von ¢(z) iiber die ganze
reelle Achse ist eins). Die kumulative Verteilungsfunktion

o) = [ " o)y

— 00

ist nicht in geschlossener Form beschreibbar, aber es gibt Tabellen.
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b)

3 Griinde fiir die Wichtigkeit der Normalverteilung (als ideales Modell):

(i) Einfachheit (und schéne Theorie).

(ii) Zentraler Grenzwertsatz (und Hypothese der Elementarfehler): Ein
Messfehler ist zusammengesetzt aus verschiedenen kleinen, unabhéngigen Ele-
mentarfehlern, welche sich additiv iiberlagern, so dass die Summe genédhert
eine Normalverteilung hat. Eine multiplikative Uberlagerung der Ele-
mentarfehler liefert eine logarithmische Normalverteilung, welche bei der
Logarithmus-Transformation in eine Normalverteilung iibergeht.

(ii) Erfahrung Viele Datensiitze sind gen&hert normalverteilt (eventuell erst nach
einer geeigneten Transformation).

Warum ist in gewissem Sinn die Normalverteilung so einfach ?

Wenn f(z) eine Dichte auf R ist mit

Tl Loy

dann folgt daraus f(z) = ez’ Tbete Die Grosse f'/f spielt eine wichtige Rolle
in der Statistik. In diesem Sinn ist die Normalverteilung tatséichlich die einfachste
stetige Verteilung auf der ganzen reellen Achse!

Lineare Transformationen der Standard-Normalverteilung N (0,1) :

Betrachte: X ~ A(0,1) und die Transformation: x — y := pu+ oz, wobei u beliebig
ist und o > 0. Die Verteilung von Y := p + 0 X ist die allgemeine Normalverteilung

N(p,o?).
Berechnung der Dichte von Y: Aus

fx(z)dz = fy(y)dy mit dy = odz,

folgt

1 6_%w2dx: 1 1

V2r V21 o

Dichte von Y:=pu+ocX

Die Momente der Normalverteilung:

Standardnormalverteilung: X ~ N(0,1).

E[X] = /_OO zo(x)dr =0
Var[X] = /OO z-zp(z)dr = —xp(r) | T2 —i—/oo p(x)dx =1
—o0 —— —00
0 —
E[X?] = 0 (Symmetrie)
E[X'] = /_OO 2 wo(x)de = —2ip(x) [T +/_OO 3x2p(z)dr = 3.



4 Resultate aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Allgemeine Normalverteilung: Y ~ N(u, 02).

Erwartungswert: E[Y] = u

Varianz: VarlY] = o2

Schiefe (Standardisiertes 3. Moment): 1 = E[(Y —p)?l/o*=0
Kurtosis, Exzess (Stand. 4. Moment): 72 = E[(Y —p)?t| /ot =3=0

f) Form der Normalverteilung

In Abb. A.1 ist die Dichte der Standardnormalverteilung N (0, 1) graphisch darge-
stellt.

0.2

0.0

Abbildung A.1: Dichte der Standardnormalverteilung

Einige Werte der kumulativen Verteilungsfunktion:

z |0 0.6745 1 164 1.96 258 3.3
o) [ 5 5 B84%~Z 9HB% 975 995 99.95 %

Die Dichte der Normalverteilung f(x) geht fiir # — =+o0o relativ immer rascher ge-
gen 0 (|f'|/f — o). Obwohl die Normalverteilung von —oo bis +0o eine positive
Dichte hat, ist sie in der Praxis eine sehr “kurzschwinzige” Verteilung, welche
ausserhalb von p 4+ 30 oder i 4 40 praktisch “verschwindet”. Dies steht im Gegen-
satz zu den meisten empirischen Verteilungen von Messfehlern. Deshalb ist auch die
“normale Approximation” meist nur in der Mitte der Verteilung brauchbar, bis
ca. p = 20 oder p % 2.50.

A.2.2 Mehrdimensionale Normalverteilung

Seien Y7,Ys...Y,, unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen . Dann ist ihre
gemeinsame Dichte gleich dem Produkt der Einzeldichten, also

fr(y) = @2m) 2 exp(— 5y y).

Dies ist die n-dimensionale Standardnormalverteilung. Sie ist sphérisch-symmetrisch. Die
allgemeine n-dimensionale Normalverteilung ist per Definition die Verteilung eines Vektors
X, der durch eine lineare Transformation eines standard-normalverteilten n-dimensionalen
Vektors entsteht:

X=AY +p
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wobei p ein (n x 1)-Vektor und A eine (n x n)-Matrix ist. Wenn A singulér ist, nennt man
die Verteilung degeneriert. Wir diskutieren zuerst den nicht-degenerierten Fall. Dann hat
die Verteilung von X die Dichte

fx(x) = (@m) (| det A exp(~5(A7 (x - )T (A7 (x — )
— (2m) "2(det D)2 exp(— (x — )T (x - ).

wobei ¥ = AAT. Gemiiss den allgemeinen Regeln gilt
EX|=AE[Y]+pu=p
und
CoviX] =E [(X — p)(X — )" ] =E[AYYTAT] = AE [YY'] AT = 44T =%

Wie im univariaten Fall ist die Normalverteilung also bestimmt durch die ersten beiden
Momente, und wir schreiben daher N\, (p, ). Als Kovarianzmatrix ¥ kann eine beliebige
positiv definite Matrix auftreten. Die gemeinsame Dichte ist maximal im Punkt g und
konstant auf dhnlichen Ellipsoiden mit Zentrum p (die Hauptachsen der Ellipsoide sind
gegeben durch die Eigenvektoren von ¥).

Die beiden folgenden Resultate folgen sofort aus der Definition:

Satz A.2.1. Unkorrelierte, gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen sind unabhdngig.
Genauer: Wenn X ~ Ny, (p,X) und wenn X5 = 0 fir alle i € I und j € J fir zwei dis-
junkte Indexmengen I,J C {1,...,n}, dann sind (X;,i € I) und (X;,j € J) voneinander
unabhdngig.

Beweis Die gemeinsame Dichte zerféllt in das Produkt der Einzeldichten.

Satz A.2.2. Standardnormalverteilte Zufallsvariablen gehen durch orthogonale Transfor-
mation wieder in ebensolche itiber.

Mit etwas mehr Aufwand kann man auch das Folgende zeigen:

Satz A.2.3. Linearkombinationen gemeinsam normalverteiler Zufallsvariablen sind wie-
der gemeinsam normalverteilt.

Beweis Fiir Linearkombinationen AX + b mit einer n x n Matrix A ist das unmittelbar
klar aus der Definition der n-dimensionalen Normalverteilung. Fiir den Fall von weniger
als n Linearkombinationen nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass X
standardnormalverteilt ist. Zur Vereinfachung betrachten wir eine einzelne Linearkombi-
nation a’ X = >, a;X; und nehmen an, dass a Linge eins hat. Dann wihlen wir eine
orthogonale Matrix A mit erster Zeile gleich a”, d.h. aZ X ist gerade die erste Komponente
von AX. Damit ist klar, dass a’ X normalverteilt ist, denn die Komponenten von AX sind
unabhéngig und normalverteilt.

Damit kann man auch die Struktur der degenerierten Normalverteilung verstehen:

Satz A.2.4. Wenn X eine degenerierte n-dimensionale Normalverteilung hat, dann exi-
stieren r Komponenten (X;,,X;,,...X;,.) welche eine nichtdegenerierte r-dimensionale
Verteilung haben, wdhrend die restlichen n — r Komponenten sich als Linearkombinatio-
nen davon darstellen lassen. Dabei ist r der Rang von 3.
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Ferner folgt aus Satz A.2.3 insbesondere:

Korollar A.2.1. Die n Randverteilungen einer n-dimensional normalverteilten Zufalls-
variablen sind alle auch Normalverteilungen.

Allerdings gilt die Umkehrung dieses Korollars nicht. Falls alle Randverteilungen einer Zu-
fallsvariablen normalverteilt sind, so ist die gemeinsame Verteilung nicht notwendigerweise
auch eine Normalverteilung!

Abbildung A.2: Trotz normalverteilter Randverteilungen braucht die gemeinsame Vertei-
lung keine Normalverteilung zu sein.

Betrachte dazu das folgende Beispiel:

Sei U eine eindimensionale standardnormalverteilte Zufallsvariable. Wir setzen X =Y =
U, d.h. die gemeinsame Verteilung von (X,Y) ist auf der Diagonalen konzentriert, und die
Randverteilungen sind sicher normal. Schneidet man nun (wie in der Abb. A.2 gezeichnet)
die gemeinsame Verteilung irgendwo symmetrisch ab und setzt das abgeschnittene Stiick
auf der anderen Diagonalen wieder hinzu, so haben wir keine gemeinsame Normal-
verteilung mehr, jedoch die Projektionen, welche die Randverteilungen darstellen, sind
immer noch die gleichen, also normalverteilt!

Man beachte ferner, dass

Abschneidepunkt — oo = Korrelation +1
Abschneidepunkt — 0 = Korrelation —1

dazwischen ist die Korrelation stetig variierend, also ist sie irgendwo Null. Die beiden
Variablen sind jedoch stets abhingig. Also sieht man hier auch, dass ohne gemeinsame
Normalverteilung Unkorreliertheit nicht Unabh&ngigkeit impliziert.

A.2.3 Chiquadrat-, t- und F-Verteilung

Diese Verteilungen sind aus der Normalverteilung abgeleitet und spielen eine wichtige Rolle
bei verschiedenen Tests in der Regression. Es seien:

X1, Xo, ..., X, Y1,Ys, ... Y, unabhiingig ~ N(0,1).
Dann heisst die Verteilung von
m
Ty = X}
i=1

Chiquadrat-Verteilung mit m Freiheitsgraden (in Formeln x2,). Insbesondere gilt E [Z,,,] =

m, Var[Zy,] = 2m und
L, — M
L) "2 N(0, 1).
(Z) = ao)
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(L steht fur law, (Verteilungs)-Gesetz, und Konvergenz ist im Sinne der schwachen Kon-
vergenz).

Die Verteilung von
X1

NESSTRE

heisst t- Verteilung mit n Freiheitsgraden (in Formel ¢,,). Insbesondere ist ¢; die (Standard)-
“Cauchy-Verteilung”, und es gilt

Vo =

L(V,) = N(0,1).

Die Verteilung von

Whn =

|~3|H

i 2ie1 X
7 Dliel
heisst F'-Verteilung mit m Freiheitsgraden im Zahler und n Freiheitsgraden im Nenner

(in Formeln F}, ;). Insbesondere gilt

1
LWm) — EX?” (m fest,n — o)

und
LWpn) — 1, (m — oo,n— 00).

Zur Berechnung der Dichten dieser Verteilungen
Wir beginnen mit x3, d.h. gegeben sei X ~ N(0,1) und gesucht ist £(X?). Losung:

PIX? < o] = P[[X| < /] = P/ < X < v/e] = &(v/&) — &(—2)
Durch Ableiten folgt die Dichte.

Die Formel fiir die x2,-Dichte folgt durch wiederholte Anwendung der Faltungsformel
(Dichte der Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen).

Die Formel fiir die t- und F-Verteilungen beruht auf der folgenden Uberlegung: Seien U
und V > 0 zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit Dichten fyy und fy. Dann gilt

/ /{um} u)fv (w)dudv = / fv(v) Fyr (z0)do.

Durch Ableiten der rechten Seite nach x erhélt man dann die Dichte von U/V:

fov (@ / fv () fu(zv)vdo.

Die konkrete Berechnung der Integrale ist langwierig und bringt keine neue Erkenntnis,
daher verzichten wir darauf.

Zum Schluss erwéhnen wir noch ein Resultat, das manchmal niitzlich ist:

Lemma A.2.1. Wenn ein Zufallsvektor X eine N, (u, X)- Verteilung hat, dann ist
(X — )8 Y (X — p) chiquadrat-verteilt mit n Freiheitsgraden.

Beweis Man schreibt X als p + AY mit Y N, (0, 1,,)-verteilt und AAT = ¥, Dann ist
die quadratische Form in X gerade gleich Y7'Y = " V2, und damit folgt die Behauptung
aus der Definition der Chiquadrat-Verteilung.
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