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Diese Notizen halten sich notationell an den Vortrag von Ivo Francioni und Philippe Muller.
Der Beweis orientiert sich an Schervish [1995, Kapitel 1.6, Theorem 1.94].

Es sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (H,A) ein messbarer Raum und α ein endli-
ches von Null verschiedenes Mass auf (H,A). Es bezeichne fernerhin P die Menge aller Wahr-
scheinlichkeitsmasse auf (H,A) und C sei die σ-Algebra auf P, die von Mengen der Form
{Q ∈ P : Q(Ai) ≤ ti, i = 1, . . . , n} mit H =

⊎
Ai, Ai ∈ A und ti ∈ [0, 1] erzeugt wird. Schlies-

slich sei P : (Ω,F ,P)→ (P, C) ein Dirichletprozess mit Parameter α (notiert als P ∼ D(α)) und
X : (Ω,F ,P)→ (H,A) eine Zufallsvariable mit1 X|P = Q ∼ Q. Dann gilt:

Theorem. P|X = x ist ein Dirichletprozess mit Parameter α+ δx.

Beweis: Wir bezeichnen die Verteilung von P mit µP, die bedingte Verteilung P|X = x mit
µP|X(·|x) und die Randverteilung von X mit µX . Es gilt ∀A ∈ A:

µX(A) = P[X ∈ A] = E[P[X ∈ A|P]] = E[P[A]] =
α(A)
α(H)

.

Die gemeinsame Verteilung von (P, X) lässt sich wie folgt faktorisieren:

∀C ∈ C, A ∈ A : P[P ∈ C,X ∈ A] =
∫
A

µP|X(C|x)µX(dx).

Die Idee ist, diese Faktorisierung explizit durchzuführen; dann kann man µP|X(·|x) ablesen. Es
reicht die Erzeuger von C zu betrachten, d.h. oBdA sei C = {Q ∈ P : Q(A1) ≤ t1, . . . , Q(An) ≤
tn}. Zunächst verfeinern wir die MengenA1, . . . , An, A,A

c zu einer gemeinsamen (2n-elementigen)
Partition von H. Zu diesem Zwecke definieren wir

A0
i = Ai ∩A, A1

i = Ai ∩Ac.

Dann gilt offenbar
H =

⊎
i,j

Aji , A =
⊎
i

A0
i

und
P(A) =

∑
i

P(A0
i ).

Wir definieren fernerhin

CA = {(z1, z2, . . . , z2n) : zi + zn+i ≤ ti, i = 1, . . . , n}.

Mit dieser Notation gilt sodann

Q ∈ C ⇔
(
Q(A0

1), . . . , Q(A1
n)
)
∈ CA.

Wir kürzen ausserdem ab:

β1 = α(A0
1), . . . , βn = α(A0

n), βn+1 = α(A1
1), . . . , β2n = α(A1

n).

1Im folgenden verwenden wir für eine (generische) Realisierung von P jeweils den Buchstaben Q, d.h. für
Q ∈ P bezeichnet {P = Q} das Ereignis {ω ∈ Ω : Pω = Q}
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Wir nehmen an, dass alle βi > 0 sind; die folgenden Überlegungen bleiben jedoch mit kleinen
Anpassungen auch richtig, falls gewisse βi verschwinden. Wir beginnen mit der eigentlichen Fak-
torisierung:

P[P ∈ C,X ∈ A] = E[P[P ∈ C,X ∈ A|P]] = E[I{P∈C}P(A)]

=
∫
C

Q(A)µP(dQ) =
∫
C

Q

 n⊎
j=1

A0
j

µP(dQ) =
∫
C

n∑
j=1

Q(A0
j )µP(dQ)

(i)
=
∫
CA

 n∑
j=1

zj

 Γ(α(H))∏2n
i=1 Γ(βi)

2n−1∏
i=1

zβi−1
i

(
1−

2n−1∑
i=1

zi

)β2n−1

dz1dz2 . . . dz2n−1 (1)

(ii)
=

n∑
j=1

βi
α(H)

∫
CA

Γ(α(H) + 1)∏2n
i=1 Γ(βji )

2n−1∏
i=1

z
βj

i−1
i

(
1−

2n−1∑
i=1

zi

)βj
2n−1

dz1dz2 . . . dz2n−1,

wobei βjj = βj + 1 und βji = βi für i 6= j. Gleichheit (i) benutzt, dass die endlichdimensiona-
len Verteilungen von P Dirichlet sind; bei (ii) erweitern wir mit α(H) und beherzigen für die
Gammafunktion die funktionale Identität

Γ(z + 1) = z · Γ(z).

Wir bezeichnen im folgenden die Verteilung eines D(α+ δx) Prozesses P∗ mit ν(·|x). Für x ∈ A
ist die gemeinsame Verteilung der P∗(Aji ) eine Dirchlet-Verteilung mit Parametern (βj1, . . . , β

j
2n),

wobei j so gewählt ist, dass x ∈ A0
j . Wir haben also nach Definition

x ∈ A0
j ⇒ ν(C|x) =

∫
CA

Γ(α(H) + 1)∏2n
i=1 Γ(βji )

2n−1∏
i=1

z
βj

i−1
i

(
1−

2n−1∑
i=1

zi

)βj
2n−1 2n−1∏

i=1

dzi,

respektive für allgemeines x ∈ H in Indikatornotation

ν(C|x) =
n∑
j=1

IA0
j
(x)
∫
CA

Γ(α(H) + 1)∏2n
i=1 Γ(βji )

2n−1∏
i=1

z
βj

i−1
i

(
1−

2n−1∑
i=1

zi

)βj
2n−1 2n−1∏

i=1

dzi.

Wir integrieren nun ν(C|x) über die Menge A bezüglich der Randverteilung µX und erhalten:

∫
A

ν(C|x)µX(dx) =
1

α(H)

∫
A

ν(C|x)α(dx)

=
n∑
j=1

βi
α(H)

∫
CA

Γ(α(H) + 1)∏2n
i=1 Γ(βji )

2n−1∏
i=1

z
βj

i−1
i

(
1−

2n−1∑
i=1

zi

)βj
2n−1 2n−1∏

i=1

dzi. (2)

Ein Vergleich von (1) und (2) zeigt, dass

P[P ∈ C,X ∈ A] =
∫
A

ν(C|x)µX(dx),

und damit folgt
µP|X(·|x) = ν(·|x) = D(α+ δx),

was zu zeigen war.
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