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1 Einleitung

Bis jetzt haben wir in der Bayes’schen Statistik immer mit einem endlich-
dimensionalen Parameterraum © gearbeitet. Nun aber betrachten wir nicht-
parametrische Probleme, d.h.

© = {Wahrscheinlichkeitsmasse auf dem messbaren Raum (H, A)} =: P.

O ist also unendlichdimensional.

Wir wollen nun in einem ersten Teil eine a priori Verteilung auf dem oo-
dimensionalen Raum (P, C) definieren, die sich besonders gut eignet um die
a posteriori Verteilung fiir gegebene Daten zu bestimmen. Hierbei ist C die
kleinste o-Algebra, die von den Mengen der Form {P : P(A) < r} erzeugt
wird, wobei A € B und r € [0, 1].

In einem zweiten Teil werden wir die Niitzlichkeit dieser a priori Verteilung
anhand von einigen Beispielen demonstrieren.

2 Der Dirichlet-Prozess, hilfreich bei nicht-
parametrischen Problemen

2.1 Random probability measures (RPM)

Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Durch eine Rf-wertige ZV auf
Q) wird ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmass auf (R*, B(R¥)) festgelegt.
Den gleichen Zusammenhang gibt es auch hier, in unserer Situation, zwischen
einem Wahrscheinlichkeitsmass auf (P,C) und einer Mass-wertigen ZV'n.
Diese masswertigen ZV’n nennen wir ,,random probability measures®.
Unser Ziel ist es ein passendes RPM zu finden:

P: Q—-P w—P,
mit P.(A): Q@ - R, w— B,(A) F-B(R)-messbar VA € A.

2.2 Der Dirichlet-Prozess

Das fiir unsere Zwecke am besten geeignete RPM ist der Dirichlet-Prozess.

Definition 2.2.1 Sei (H, . A) ein messbarer Raum und « ein endliches Mass
auf (H, A), das ungleich Null ist. Dann ist ein Dirichlet-Prozess P auf (H, A)
mit Parameter o ein RPM auf (H, A) s.d. fir alle Partitionen H = Ule A;
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(A; € A) von H gilt: Der Zufallsvektor w — (P, (A1), P,(A2),..., P,(Ax))
hat Dirichlet-Verteilung mit Parameter (A1), a(As), ..., a(Ax)).
Definition 2.2.2 Sei:

o (v,qy,...,qa;) ein Vektor mit a; > 0 V5 und ) o > 0.

® 2., J=1,2,... k unabhingige G(o;, 1)-verteilte ZV'n.

¢ 2= 2, undyj:%fdrjzl,z...,k.

Dann ist die k-dimensionale Dirichlet-Verteilung mit Parametern oy, oo, ..., oy
(Notation: D(ovy, ag, . .., ar)) definiert als die gemeinsame Verteilung des Zu-
fallsvektors (y1, Yo, ..., yx), der Werte im k-dimensionalen Simplex Ay an-
nimmt.

Bemerkung 2.2.3 Fualls X = (X1, Xa, ..., Xg) ~ D(ay,...,ax), dann sind

die Randverteilungen gegeben durch: X; ~ Beta(a;, > "

o1 O — Q).

Der Dirichlet-Prozess gibt uns ein Wahrscheinlickeitsmass auf (P,C). Wir
werden nun zwei mogliche Konstruktionen dieses Prozesses kurz erldutern.
Sei dafiir « ein endliches Mass auf (H,.A), das ungleich Null ist.

Erste Konstruktion: Axiomatisch (nach Thomas Ferguson)

Lege fiir jedes n € N und jede Partition Ay, Ay,..., A, von H die gemein-
same Verteilung (P(A;), P(As),...,P(A,)) ~ D(a(A1),a(As),...,a(Ay))
fest. Mit dem Konsistenzsatz von Kolmogorov kann man so ein eindeutiges
Wahrscheinlichkeitsmass auf [0, 1]4 bestimmen.

Zweite Konstruktion: , Stick-breaking Construction® (nach Jayaram Sethu-
raman)

VA € A, setze P(A) = 2, pidy,(A), mit

Y, 0 — Hiid 0

alH)
i—1
pi =U;- H(l —U;), U;iid ~ Beta(l,a(H)).
j=1

Man kann zeigen, dass das so konstruierte RPM ein Dirichlet-Prozess ist.
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Jetzt kommen wir zum wichtigsten Resultat dieses Vortrags:

Satz 2.2.4 Es sei P ~ D(«a) ein Dirichlet-Prozess, und Xi,...,X, eine
Folge von Zufallsvariablen, die gegeben P iid P werteilt sind. Dann ist die a
posteriori Verteilung von P fiir gegebene Daten (X1, Xa, ..., X,) wieder ein
Dirichlet-Prozess, und zwar D(a+ > dx,).

Dieser Satz ist der Grund, warum Dirichlet-Prozesse so wichtig fiir die nicht-
parametrische Bayes-Statistik sind. Néiheres dazu werden wir im néchsten
Teil, wo wir ein paar Beispiele betrachten, erlautern.

3 Beispiele

In diesem Abschnitt werden wir zwei Beispiele von Bayes-Schéitzern anschau-
en. Im Folgenden sei

©= {Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B)},

wobei B die Borel-o-Algebra ist.

Als niitzlich wird sich die Eigenschaft erweisen, dass mit einem Dirichlet-
prior D(«) die a posteriori Verteilung D(a + >, dx,) ist. Dies erlaubt uns
den Bayes-Schétzer fiir das ,,no sample“ Problem (also fiir a posteriori Vertei-
lung = a priori Verteilung D(«a)) zu berechnen und dann den Bayesschétzer
durch ersetzen von o durch av+ ). dx, zu erhalten.

3.1 Verteilungsschitzer

Im ersten Beispiel werden wir die Verteilung selbst schétzen.
Es sei:

F(t) = P((—0,1]), t €R

fiir P € ©. Wir wollen den Bayesschétzer fiir die a posteriori Verteilung D(«)
(no sample) bestimmen unter dem Verlust

LE.F) = [ (PO~ FOyaw )

R

wobei W ein endliches Mass auf (R, B) ist.
Der Bayesschitzer minimiert den erwarteten Verlust unter der a posteriori
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Verteilung und daher ist

Piayes =argmuin E[ [ (F(2) = F(0)dWV (2) &
Topelli / arg min { E[(F(6) — ()]} (t). (2)

Fiir festes t gilt also:
Fpayes(t) = argmin E[(F(t) = F(1))’]
I3

— B[F(1)]
— E[P((~o0, 1)

Wir wissen das die Randverteilung eines k-dimensional Dirichlet-verteilten
Zufallsvektors Beta-verteilt ist. In diesem Fall ist

P(—00,t]) ~ Beta(a((—o0,t]), a((t,00)))

Also ist im no sample Fall der Bayesschétzer

a((—oo,])
F ayes\l) = —————
= Fy(t).
Durch ersetzen der a priori Verteilung durch die a posteriori Verteilung D(a+
> 0x,) erhalten wir fiir die Realisierungen X3, ..., X,, den Bayesschétzer:
(=00, t]) + 5 32 dx, (=00, 1)

E )Xy, ..., X,) = o)

wobei p, = Q?HS)RJ)M und F,(t|X1,...,X,) die empirische Verteilungsfunktion

ist. p, ist die Wahrscheinlichkeit, dass die a priori Dichte stimmt und man
sieht, dass diese durch a(R) bestimmt wird.

3.2 Mittelwert

Ein weiteres Beispiel wiire ein Schétzer fiir der Mittelwert p = [ 2P (dx) fiir
P € ©. Fiir den Verlust

L(P,ﬂ) = (M_,&)Q
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erhélt man den Bayesschétzer

ﬂn(Xla e 7Xn> = Dntto + (1 - pn)Xm

wobei p,, wie oben, X,, der Mittelwert der Beobachtungen und iy der a priori
Erwartungswert ist, d.h.

Ho = /%;
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